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. Citer des exemples d’espaces vectoriels.
. Y a-t-il une bonne réprésentation géométrique des espaces vectoriels 7
. Comment montrer que deux sous-espaces vectoriels sont égaux 7
. Union, intersection de sous-espaces vectoriels 7
. Somme de deux sous-espaces vectoriels ?
) ) binai linéaire ?
. Qu’est-ce qu'une combinaison linéaire ?
. Qu’est-ce qu'une famille libre 7 Y a-t-il des familles automatiquement libres ?

. Qu’est-ce qu'une famille liée ? Y a-t-il des familles automatiquement liées ?

Que désigne la notation Vect(A)?

Qu’est-ce qu’une famille génératrice ?

Qu’est-ce qu'une base ? Pourquoi est-ce intéressant ?
Quand la base est canonique, ¢a veut dire quoi?
Citer le théoreme de la base incomplete.

Citer le théoreme de la base extraite.

Enoncer la formule de Grassmann.

Qu’est-ce qu'une application linéaire, un endomorphisme ?
D’autres termes dans le méme contexte 7

Qu’est-ce que le noyau de u, & quoi sert-il ?

Qu’est-ce que I'image de u, comment s’appelle sa dimension, a quoi sert-elle ?
Y a-t-il un lien entre noyau et image de u ?

Que signifie uov =07

Qu’est-ce qu'une homothétie ?

Que dire a propos des projecteurs? des symétries ?

http://mpi.lamartin.fr

. Qu’est-ce qu'un espace vectoriel 7 Comment on montre qu’un ensemble est un espace vectoriel ?
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1 Produit et somme d’espaces vectoriels

1.1 Produit d’espaces vectoriels

Définition. Soit E1, ..., E, des espaces vectoriels sur K. On appelle produit (cartésien) des e.v. ensemble :
P
Ey x--- XEP:HEi = {(xl,...,mp) ouVie{l,...,p}, x; eEl-}
i=1

On munit cet ensemble des deux lois + et - définies par :

A (21, o,xp) = (A1, .00, Amp)
(@1, zp) + (W1, Yp) = (X1 F Y15, 2p +Yp)

p
ouXeKet (x1,...,2p), (Y1,---,Yp) € [] Ei-
i=1

p
Proposition. Muni de ces deux opérations, [ F; est un K-espace vectoriel.
i=1

p
Proposition. Lorsque Ei,..., E, sont de dimensions finies, notées respectivement ni,...,n,, alors [[ E; est
i=1

p
de dimension finie, et sa dimension est »_ n;.
i=1

Exemple. K est un espace vectoriel de dimension 1 sur K. K? est un espace vectoriel produit sur K, de dimension p.

1.2 Somme de sous-espaces vectoriels

Définition. Soit F1, ..., F), des sous-espaces vectoriels de F. On appelle somme des sous-e.v. I'ensemble :

p p
F1+-~-+Fp:ZFi:{ert.q. Iz, xp) € Fy X - X F, x:Zx}
=1 i=1

Lemme. La somme de sous-espaces vectoriels de F est un sous-espace vectoriel de F.

Proposition. Avec les mémes notations, on a :

P P
Z F, = Vect (U Fi>
i=1 =1

1.3 Sous-espaces vectoriels en somme directe

Définition. Dans le contexte du paragraphe précédent, on dit que les F; sont en somme directe si et seulement
si:
V(21,...,2p) EFY X X Fp, 21+ +2,=0 = x1=---=2,=0
P
Dans ce cas, pour indiquer que les F; sont en somme directe, on modifie la notation, et on note @ F; pour
i=1
7 . p
désigner > F;.
i=1
Remarque. Ca signifie que la seule fagon de construire 0 comme somme de vecteurs des F; est de I'écrire comme
somme de OF,.
Remarque. Dans le cas de deux sous-espaces vectoriels, on peut vérifier que cette proposition est équivalente a Fy N Fy =

{0g}. Mais ¢a ne se généralise pas au cas de plus de deux sous-e.v.

Théoréme.
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En conservant les notations précédentes, les F; sont en somme directe si et seulement si tout vecteur x

j2
de Y F; se décompose de fagon unique selon les Fj;, c’est-a-dire :
=1

P P
VxGZFi, Mzq,...,zp) € F1 X --- X F, t.q.x:in
i=1

i=1

P
Remarque. Lorsque x € Y F;, il peut s’écrire v = x1 + -+ - + zp. On dit que I'on a écrit une décomposition de = selon
— i=1
P
F;. Si les F; sont en somme directe, cette décomposition est unique. On parle alors de la décomposition de x
=1

3

P
selon @ F;.
i=1

Remarque. On trouve parfois la définition — équivalente, mais peu utile en pratique — de sous-espaces en somme directe :

P

Vie {1,....p}, Fin (ZFJ) = {0p}
j=1
i

Bon, ¢a vaut le coup d’y réfléchir un peu quand méme, par exemple en petite dimension.

1.4 Projecteurs associés a une décomposition de £ en somme directe

P J2
Proposition. Si E = @ F;, on peut définir, pour tout i, le projecteur p; sur F; de direction @ Fj. Alors :
=1

= k=1
k#i
P
Idg =Y pi et,pouri#j, pjop;=0
i=1

1.5 Sommes directes et bases

On conserve les notations précédentes, et on se place dans un espace de dimension finie.

Proposition. Soit By, ..., B, des bases respectives de F1, ..., F,. On note B = (B, ..., B,) la concaténation de

ces p bases.

P
Si les F; sont en somme directe, alors B est une base de @ F;, dite adaptée a cette somme directe.
i=1

On peut proposer une « réciproque » a la proposition précédente, que I’on appelle décomposition en somme

directe obtenue par fractionnement d’une base :

Proposition. Soit B une base de E. Si on organise et regroupe les vecteurs de B de fagon a écrire B = (By, ..., B,),
alors :

P
E = @ Vect(B;)
i=1

Théoréme.

Soit F1,. .., F, des sous-espaces vectoriels de dimension finies de E. Alors on a :

dim (ZP:F) < idimFi
i=1 i=1

avec égalité si et seulement si les F; sont en somme directe.
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Cas de deux sous-espaces vectoriels, espaces supplémentaires

Définition. Deux sous-espaces vectoriels F' et G de F sont dits supplémentaires dans F si et seulement si
E=F &G, c’est-a-dire :
{E =F+G

F et GG sont en somme directe

Exemple. Montrer que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires dans M, (R).
Exemple. On note 7,7 (R) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures a coefficients diagonaux nuls.
Montrer que S, (R) et 7,F(R) sont supplémentaires dans M, (R).

Rappel. Caractérisation par décomposition unique.
En dimension finie, caractérisation utilisant un argument de dimension.
En dimension finie, caractérisation utilisant des bases.

Définition. Soit F un espace vectoriel de dimension finie n et F' un sous-espace vectoriel de F de dimension p.
On appelle base de E adaptée a F' toute base de E obtenue en complétant une base de F' en une base
de E.

Remarque. Une telle base existe toujours par le théoréme de la base incompléte.

Rappel. Projecteurs et symétries ont été étudiés en premiere année.

Applications linéaires, endomorphismes

Structure sur des ensembles d’applications linéaires

Proposition. Soit E, F, G des espaces vectoriels sur K. Alors L(F,G) x L(E,F) — L(E,G) est bilinéaire.
(u,v) +— wuow

En passant.

uov=0 <= Imv C Keru

Proposition. Soit F, F' deux espaces vectoriels sur K. Alors (L(E, F),+,-) est un espace vectoriel.
Lorsque F et F sont deux espaces de dimensions finies respectives n et p, alors L(E, F) est de dimension
finie n X p.

Remarque. En particulier, I'espace L(E,K) des formes linéaires sur E est un espace vectoriel. On le note parfois E* et
il s’appelle I'espace dual de E. Son étude est hors programme.
Lorsque E est de dimension finie, L(E,K) est de méme dimension finie.

Proposition. Soit F un espace vectoriel sur K. Alors (L(FE),+,0,-) est une algeébre, non commutative et non
integre.

Proposition. Soit E' un espace vectoriel sur K. Alors (GL(F), o) est un groupe, non commutatif.

Définition par I'image des vecteurs d’une base

Théoréme.

Si (e;)ier est une base d’un espace vectoriel E, (f;);er une famille de vecteurs d’un espace vectoriel F,
indexée par le méme ensemble I, alors il existe une unique application linéaire u € L(F, F) telle que,
pour tout i € I, u(e;) = fi.

Remarque. Ce théoréme est a la base de la notion de matrice représentant une application linéaire.

Corollaire. Avec les notations précédentes :
o u est surjective si et seulement si (f;);er engendre F.

o u est injective si et seulement si (f;);er est libre.
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Proposition. Une application linéaire E — F' est un isomorphisme si et seulement si elle transorme une (resp.
toute) base de E en une base de F.

Corollaire. Deux espaces de dimensions finies sont isomorphes si et seulement si ils ont la méme dimension.

Définition par les restrictions a des sous-espaces en somme directe

Théoréeme.
p
Soit Fy,...,E, des sous-espaces vectoriels de E tels que E = € E;. Pour tout ¢, on considére u; €
i=1
L(E;, F).
Alors il existe une unique application linéaire u € L(E, F) telle que u|g, = u; pour tout i.

Corollaire. Deux applications linéaires qui coincident sur tous les F; sont égales. On peut définir une application
linéaire en se contentant de la définir sur chaque F;.

Remarque. La donnée, pour touti € {1,...,p}, deu; € L(E;, F') permet donc de définir sans ambiguité une application
linéaire u € L(E, F) définie sur E tout entier.

Rang

Définition. Soit f une application linéaire. Lorsque son image est dimension finie, on dit que f est de rang fini,
et on définit le rang de f par :

rg(f) = dim(Im f)

Proposition. Le rang est inchangé lorsque I'on compose a gauche ou a droite par un isomorphisme.

Théoreme du rang, forme géométrique.

Soit uw € L(E, F) une application linéaire, et S un supplémentaire de Ker u dans E. Alors v induit un
isomorphisme de S sur Imu, i.e. :

est un isomorphisme.

Théoréeme du rang.

En particulier, si E est de dimension finie, alors u est de rang fini et :

dim Fyource = dim(Keru) + dim(Imwu) — soit encore  rg(u) = dim Egource — dim(Ker u)

Corollaire.  Soit u € L(E,F) une application linéaire, avec E et F de méme dimension finie. Alors u est
bijective si et seulement si u est injective, si et seulement si u est surjective.
Le résultat s’applique en particulier pour les endomorphismes en dimension finie.
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'Annexes

Un mot sur les équations linéaires

On s’intéresse aux équations linéaires, de la forme :
)
u(z) =0

ouwu€ L(E,F),be F et d'inconnue x € E.
Proposition. L’ensemble des solutions est :

e soit vide;

e soit de la forme xo+Ker u, ou xg est une solution
particuliere de I’équation.

Preuwve.
alors :

On suppose qu’il existe xg solution particuliere. On a

z solution <= u(z) =05
< u(z) = u(xo) car u(zo) =b
<= u(z — xzo) = 0 par linéarité de u
< z— 120 € Keru
L’ensemble des solutions est donc :
S ={xo +1t,t € Keru}

que 'on note xg + Ker u. O

Remarque. L’ensemble zo + Keru n’est pas un espace
vectoriel, mais le translaté d’un espace vectoriel, que
I'on appelle espace affine.

2025-2026

Exemple.

Exemple. Déterminer toutes les suites réelles (uy),

telles que :

Vn €N, upt1 = 4u, — 3

Exemple. Déterminer toutes les couples (z,y, 2) € R3

tels que :
r+y+z=1
2x4+3y—z=1
3z +4y =2
Exemple. Déterminer toutes les fonctions C!

sur ]0, +oo] telles que :
, 1
2ty +y = -
t
Déterminer toutes les fonctions C2? sur R

telles que :
y//_2y/+y:et

http://mpi.lamartin.fr 7/13
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Exercices et résultats classiques a connaitre

Endomorphisme nilpotent et base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et f un endomorphisme nilpotent d’indice n, i.e. f = 0 et
f7~1 £ 0. Montrer qu’il existe € E tel que :

(f" (), f"2(2),..., f(z),z) base de E

Quelle est la matrice de f dans cette base?

Noyaux itérés

Soit E un espace vectoriel et f € L(E). Pour p € N, on définit :

I, =Im(f?) et K, = Ker(f?)
Oﬂfp:fo...of.
—
p fois

(a) Montrer que la suite (I,),en (resp. (Kp)pen) est décroissante (resp. croissante) pour 'inclusion.
On suppose maintenant que F est de dimension finie.

(b) Justifier existence de r € N tel que I, 11 = I,..

(c) Montrer que les deux suites (Ip)pen et (K,)pen sont constantes a partir du rang r.

(d) Justifier que :
I,oK,=E

Une astuce a avoir vue

Soit f un endomophisme de E. On suppose que, pour tout = € E, (z, f(z)) est liée.
Montrer que f est un homothétie.

8/13 http://mpi.lamartin.fr 2025-2026
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'Exercices du CCINP |

Gip 55.1

Soit a un nombre complexe.
On note F l'ensemble des suites a valeurs complexes telles que :
Vn €N, o = 2au,41 + 4(ia — 1)u, avec (ug,u;) € C2.

1. (a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites
a valeurs complexes.

(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.

Soit n un entier naturel tel que n > 2.

Soit E I’espace vectoriel des polynémes a coefficients dans K (K =R ou K = C)
de degré inférieur ou égal a n.

Onpose:VPEeE, f(P)=P—P.

GNP 59.12

1. Démontrer que f est bijectif de deux manieres :
(a) sans utiliser de matrice de f,

2. Soit Q € E. Trouver P tel que f(P)=Q .

Indication : si P € E, quel est le polynome P("+1) ?

GNp 60

Soit la matrice A =

F(M) = AM.

) ) ot f Pendomorphisme de My (R) défini par :
1. Déterminer une base de Kerf.

2. f est-il surjectif ?

3. Déterminer une base de Imf.

4. A-t-on M5 (R) =Kerf & Imf?

Grp 62.123

Soit E un espace vectoriel sur R ou C.
Soit f € L(E) tel que f? — f —2Id = 0.

1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que F = Ker(f + Id) @ Ker(f — 2Id) :

3. Dans cette question, on suppose que F est de dimension finie.
Prouver que Im(f + Id) = Ker(f — 21d).

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n.

Grp 64

1. Démontrer que : E =Imf @ Kerf = Imf = Imf2.

2. (a) Démontrer que : Imf = Imf? <= Kerf = Kerf2.
(b) Démontrer que : Imf = Imf? = E = Imf @ Kerf.

Soit P le plan d’équation z +y + z = 0 et D la droite d’équation x = % = —.

Gre 71

1. Vérifier que R® = P& D.

2. Soit p la projection vectorielle de R? sur P parallelement & D.
Soit u = (z,y,2) € R3.
Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

3. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 0 et u € L(E) tel que
ud +u? +u=0.
On notera Id 'application identité sur E.

Grp 93.1

1. Montrer que Imu & Keru = E.

n
(=
N
(-]

IdW
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On considere :
F={(z,y,2) €R® 2 —y—2=0}et G={(a+b,a,a+3b), a,bc R}
(a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R®.

(b) Déterminer F N G.

On note F' I'ensemble des fonctions f : R — R telles qu’il existe a,b,c,d € R
pour lesquels :

Ve € R, f(x) = (ax +b)cosx + (cx +d)sinz

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F(R,R) = RR, et déterminer
sa dimension.

Une fonction f : R — R est dite & support compact s’il existe A > 0 tel
que f soit nulle en dehors de [—A, A].

Montrer que ’ensemble des fonctions C*° a support compact est un espace
vectoriel pour les lois usuelles.

Montrer que :

Vect ((x — cos(naj))neN) = Vect ((ﬂc — COSn(l’))neN)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, Hy, ..
de E. Montrer que :

., Hy des hyperplans

k

dim(ﬂH,) >n—k

=1

210.16
Soit H '’hyperplan de R* défini par I’équation :
r4+2y—2z+4+3t=0
(a) Déterminer une base de H.
(b) Exhiber un supplémentaire de H.

On se place maintenant dans le cas plus général ou H est un hyperplan de R™,
défini par ’équation :
ax1+ -+ apr, =0

(¢) Montrer que Vect ((al, ...

Soit a € C~ {0} et n € N*. Montrer que la famille (X*(a — X)"7*) est

,an)) est un supplémentaire de H.

0<k<n

libre dans C[X].
210.18
Soit ap, ..., a, € K des scalaires distincts. Pour ¢ € {0,...,n}, on définit :

n

X — (673
L=

H Qi — Qg

k=0

ki
Montrer que la famille (Lg, ..., Ly,) est libre dans K[X].
210.19
Dans l’espace C(R,R), on définit pour tout réel A :

ex i e
Montrer que (ey)aer est libre.
210.20
Soit u1,...,un,u,+1 € E espace vectoriel sur K.
(a) Montrer que, si (u1,...,u,) est libre et u,11 ¢ Vect(uq,...,u,) alors

(U1, .-« Up, Upt1) est libre.

U, Upt1) est  génératrice et wuni11 €
,Up) alors (uq,...,u,) est génératrice.

(b) Montrer que, si (uq,..
Vect(ug, ...

n
(=
N
(-]

IdW
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Dans l'espace R3, on considére le plan P d’équation z —y + z = 0 et la droite
D = Vect(u) ot u = (1,3,1).

(a) On note p la projections sur P parallelement & D. Exprimer p(z,y, 2).

(b) On note s la symétrie par rapport a P parallelement & D. Exprimer
s(z,y, 2).

210.22
Soit p et g deux projecteurs d’un espace vectoriel E.
(a) Montrer que Kerp = Ker g si et seulement si pog=pet gop=gq.

(b) Enoncer une condition semblable pour traduire Im p = Im gq.

Soit p et g deux projecteurs d’un espace vectoriel E.
(a) Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si pog=gop = 0.

(b) Préciser, dans ce cas, Im(p + q) et Ker(p + q).

Dans ’espace vectoriel C¢, on définit pour k =0,1,2 :
Fe={f:C=C V2€C, f(jz) =" f(2)}

Montrer que la somme Fy + F} + F5 est directe.

Soit E = C([—1,1],R) et les sous-espaces vectoriels :

F, ={f € E, f constante}
F,={feE, vte[-1,0], f(t) =0}
F3:{f€E7 vtE[O,”, f(t):()}

Montrer que :
E=FRohol;

Dans l'espace E = C([0,1],R), on considére les sous-espaces :
1
F={feckE, / f(t)dt =0} et G ={g € E, g constante}
0

Montrer que F & G = FE.

Dans P’espace E = C([0,1],R), on consideére :
F={feE, f(0)= f(1) =0} et G = {g € E, g affine}

Montrer que F & G = FE.

Soit E = F(R,R) = RR, et P (resp. I) 'ensemble des fonctions paires (resp.

impaires). Montrer que P& I = E.

Petits problemes d’entrainement

[z1039] #

On note F = K[X]. Pour P € E, on note :

o(P)=P (g) +P <1 - f) —2P(X)

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de FE.
(b) Déterminer le degré de ¢(P) en fonction de celui de P.

(c) Déterminer Ker .

=1
(d) On pose o
Vn € N*, @, = o(X")
Montrer que pour tout p, la famille (Qo, . . .

,@p) est une base de K, [X].

n
(=
N
(-]

IdW
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(e) Montrer que Im ¢ est un hyperplan de E.
Vérifier que Im ¢ est le noyau de la forme linéaire € définie par :

o(P) = /O 1 P(t)dt

(210350] 4

Soit E un K-espace vectoriel, et f € L(E). Pour tout k£ € N, on pose :
Ni = Ker(f*) et I, = Im(f*)

(a) Montrer que (NVg)ren est une suite croissante pour 'inclusion, et que
(I )ken est décroissante.

(b) Justifier que N' = U Ni et C= n I}, sont des sous-espaces vectoriels

kEN keN
de E stables par f.

(c) On suppose dans cette question que f € GL(FE). Déterminer N et C.

On suppose dorénavant que E est de dimension finie.

(d) Expliquer pourquoi les suites (Ng)ren et (Ix)ren sont stationnaires.
On note r et s respectivement les plus petits entiers a partir desquels
(Ni)ken et (Ix)ken sont constantes.

(e) Montrer que r = s.
(f) Montrer que N ®C = E.

(g) Démontrer que les endomorphismes induits fa et fe sont respective-
ment nilpotent et bijectif.

Soit v un endomorphisme de E espace vectoriel. On suppose u nilpotent d’in-
dice p. On définit :
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(a) Montrer que, pour tout x tel que u*(x) # 0, (Jc, u(z),. .., u¥ (a:)) est une

famille libre.

(b) Déterminer Ker(e* — Idg).

On souhaite démontrer que, pour P € C[X] :
T . . 1
/ P(e)ie dt = —/ P(u)du
0 -1

(a) Quelle idée faut-il se retenir d’avoir, et pourquoi ?

(b) Que dire des applications ¢ : P — / P(eM)ie'dt et o) : P
) 0

/ P(u)du?

-1

(c) Démontrer 1’égalité demandée, par un calcul simple.

On considere «y, ..
tels que :

., oy, des réels distincts. Montrer qu'’il existe Ag,..., A,

VP € R,[X], /1 P(t)dt = \P(o)

Soit E un espace vectoriel sur K, et H un sous-espace vectoriel de E. Montrer
que les assertions suivantes sont équivalentes :

(7) 1l existe une droite vectorielle D telle que H ® D = E.
(#i) 1l existe une forme linéaire non nulle ¢ telle que H = Ker(y).

On dit alors que H est un hyperplan de E.
On peut remarquer que, lorsque F est de dimension finie n, c’est encore équ-
valent & dim(E) =n — 1.

Soit E un espace vectoriel de dimension n, F, G deux sous-espaces vectoriels
de E. Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe u € £(E)
satisfaisant :

Keru=Fet Imu=G

n
(=
N
(-]
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Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, f,g € L(E). Montrer que :
(a) |rg(f) —rg(9)l < rg(f +9) <rg(f) +r8(g)
(b) rg(f) +1g(g) —n < rg(f o g) < Min(rg(f), rg(g))

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, e = Idg et G un sous-groupe

fini de GL(E) et n = Card(G). On note : p = 1 Z g.
" geG

(a) Montrer que : Vh € G, po h = p.

(b) En déduire que p est un projecteur de F.

(¢) Etablir : ﬂ Ker(g — ¢) = Im(p).
geG

(d) En déduire que :

dim | (] Ker(g—e) | = % )

9geG geG

n
(=
N
(-]
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