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'Je me souviens

1. Qu’est-ce qu'une matrice ?
2. A quoi ¢a sert ?
Qu’est-ce que la matrice d'un vecteur ? d’une famille de vecteurs ? d’'une application linéaire 7
Y a-t-il un isomorphisme entre les applications linéaires et les matrices 7
Qu’est-ce que 'application linéaire canoniquement associée & une matrice ?
Que sont 'image et le noyau d’une matrice ?
) ) 3 ?
Qu’est-ce que le rang d’une matrice ?

Qu’est-ce que la transposée d’une matrice ?

© »® N o oos W

Qu’est-ce que la trace d’une matrice ?
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'Matrice comme tableau de scalaires

Structure d’espace vectoriel de M,,,(K)

Proposition. Soit n, p, ¢ des entiers. L’application M, (K) x Mp,(K

) = Mye(K) est bilinéaire.
(4,B)

AxB

En passant.

AB=0 < ImB CKerA

Proposition. (M,,,(K,+,-) est un K-espace vectoriel. Il est de dimension finie np.
Définition. La base canonique de M,,;,(K) est (E;;)1<i<n 0U les coefficients de E;; sont tous nuls, sauf celui
1<j<p
de la i-eme colonne, j-éme ligne qui vaut 1.

Remarque. Ainsi, pour A = (a;j)1<i<n, On @ :
1<i<p

A= Z aijEij

1<i<n
1<j<p

Proposition. Si les dimensions des matrices sont compatibles, par exemples pour des matrices carrées, on a :

Ly X Eye = kB

Proposition. (M, (K),+, X, ) est una algeébre, non commutative et non integre.
Proposition. (GL,(K), x) est un groupe, non commutatif.

Remarque. Il est remarquable que, pour une matrice carrée, I’existence d’un inverse a droite ou a gauche soit équivalent
a lexistence d’un inverse.

Opérations par blocs

Les blocs-colonnes, les blocs-lignes

Exemple. Calculer le produit :

X1 yl Z1 3
To Y2 22 -2
T3 Y3 23 1

Proposition. Si C' est une colonne, le produit AC' est une colonne, combinaison linéaire des colonnes de A.

Proposition. Si A et B sont des matrices telles que le produit AB est compatibles, on a :
AB = (ABy | --- | AB,)

out By,..., By sont les colonnes de B.

Proposition. Si A et B sont des matrices telles que le produit AB est compatibles, on a :

A,B

AB =

A, B
ou Ay,..., A, sont les lignes de A.
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1.2.2 Matrices par blocs

Considérer une matrice par blocs, c’est regrouper des coefficients adjacents dans la matrice en blocs de sous-

matrices.
1 -1 0
Exemple. La matrice M = [1 1 0] peut étre vue par blocs en regroupant :
0 0 2
1 -1 0
A B
1 1 0 soi1t ..............
C D
0 0 2

1 -1 0
en notant A = (1 1 )7 B = (0), C= (O O) et D= (2)
Définition. Pour 1 < i< net 1< j < p, on considéere des matrices :
Aij € Mn,p, (K)
et on note N =n;3 + -+ ny, P =p1 +--- + pp. On définit alors la matrice par blocs :

Ay - Ay
A= : | € Mwp(K)
Ay oo Apy

Définition. En conservant les notations précédentes, on dit que A est :

o diagonale par blocs lorsque pour tout i, n; = p; et, pour tout %, j :
i#j = A; =0

e triangulaire supérieure par blocs lorsque pour tout i, n; = p; et, pour tout 4, j :
i>7 = A;; =0

Remarque. Une matrice diagonale par blocs (resp. triangulaire par blocs) n’est pas, en général, diagonale (resp.
triangulaire).

Exemple. La matrice précédente est diagonale par blocs.

Combinaisons linéaires de matrices par blocs. Soit A et B deux matrices par blocs de dimensions compatibles
pour les combinaisons linéaires :

Ay o Ay Bi1 -+ By
A= | eB=| z
Anl o Anp Bnl T Bnp
ou pour chaque (¢,7) A;; et B;; sont de méme dimension, dans M, ,, (K).
Alors, pour tout A\, € K, on a :
My +pBu - Mip+pBi,
M +uB = : :
)\Anl + ,UBnl U )\Anp + MBnp
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Remarque. Ainsi, lorsque les blocs sont compatibles, les combinaisons linéaires se font bloc par bloc.

Multiplications de matrices par blocs. Soit A et B deux matrices par blocs de dimensions compatibles pour
la multiplication :

A o Ay By -+ By
A= =] z
Ay oo Ay By -+ By,
ou pour chaque (i, j, k), Aix € My, (K) et By; € My, 4,. Alors le produit AB s’écrit par blocs :
Cn - Cy
AB=| 5
Cpi -+ Chg

P
ou C;; = > A By, pour tout i, j.
k=1

Remarque. Il importe, avant d’envisager un produit par blocs, de bien vérifier la compatibilité pour le produit des
dimensions des différents blocs.

Corollaire. Le produit de deux matrices diagonales par blocs (resp. triangulaires supérieures par blocs) est une
matrice diagonale par blocs (resp. triangulaire supérieure par blocs).

Matrice comme représentation d’un vecteur, d’une famille de vecteurs

Définition. Soit E un espace vectoriel de dimension n, B = (ey,...,e,) une base de E. Pour tout € FE, on
note (x1,...,2,) € K" ses coordonnées dans B. On appelle matrice de z relativement a la base B la
matrice :

1
X =Matg(z) = | : | € Mui(K)
L

Remarque. B étant fixée, I'application x — Matg(x) est un isomorphisme entre E et My1(K).

z1
Remarque. L’application (z1,...,%,) = | © | est un isomorphisme entre K" et Man1(K).
Tn
Définition. Avec les méme notations, ou B est fixée, on considére (z1,...,x,) € EP une famille de p vecteurs.
Pour j € {1,...,p}, on note (x1j,...,Zn;) € K" les coordonnées de z; dans B. On appelle matrice
de (z1,...,z,) relativement & la base B la matrice :
11 e zlp
Matg(xy,...,2p) = [ D € Myp(K)
Tnl .- Tnp
Proposition. Avec les méme notations, ot BB est fixée, on considére (f1,..., f,) € EP une famille de n vecteurs.
Pour j € {1,...,n}, on note (aij,...,an;) € K" les coordonnées de x; dans B. La matrice de (fi,..., fn)
relativement a la base B est la matrice :
ail e A1n,
an1 .- Apn
B = (f1,..., fn) est une base de F si et seulement si P est inversible.

Dans ce cas, P est la matrice de passage de '« ancienne » base B & la « nouvelle » base B'.

Remarque. Dans une matrice de passage, on exprime en colonne les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base en
fonction des vecteurs de ’ancienne base.
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Matrice comme représentation d’application linéaire

Matrice d’application linéaire

Définition. Soit E, F' deux espaces de dimensions finies p et n respectivement, munies des bases B = (e1, ..., ¢ep)
et C = (f1,..., fn). Soit u € L(E). On appelle matrice de u relativement aux bases B et C :

ail .o alp
Mat(u,B,C) = | : Dol € Map(K)
[07%% T Gnp
ou, pour tout j € {1,...,p}, (a1;,...,an;) est le n-uplet des coordonnées de u(e;) relativement a la base C.

Remarque. Dans une matrice d’application linéaire, on exprime en colonne les coordonnées des vecteurs u(e;) en
fonction des vecteurs f;.

Théoréme.

Avec les mémes notations, ou B et C sont des bases fixées de E et F' respectivement :

6 LEF) = Muy(K)
u +— Mat(u,B,C)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels

Théoréme.

Avec les mémes notations, ou B est une base fixée de F :

¢ L(E) = My(K)
u +— Mat(u, B)

est un isomorphisme d’algébres, qui induit un isomorphisme de groupes entre (GL(E), o) et (GLn(K), x).

Proposition. Avec les mémes notations, et en notant X = Matg(x), Y = Matc(y), et M = Mat(u, B,C), on a :
y=ulz) < Y=MX

Théoréme du rang matriciel

Définition. Le rang d’une matrice A, c’est la dimension de Im A, c’est-a-dire le rang de la famille de ses colonnes.
Proposition. Soit A € M,,,(K). Alors :

rg(A) + dimKer A =p  (le nombre de colonnes de A)

Théoréme.

Soit A € M, (K). Alors :

rg(A) +dimKer A =n

Retour sur la matrice de passage

Proposition. Soit B et B’ deux bases de F, et P la matrice de passage de B vers B’. Alors :
P = Mat(Idg, B, B)
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Corollaire. L’inverse de P est la matrice de passage « dans 'autre sens » :

Pass(B — B')~! = Pass(B' — B)

Formules de changement de base

Remarque. Toutes les formules de changement de base doivent étre connues sous la forme « expression dans I’ancienne
base » en fonction de '« expression dans la nouvelle base ».

Changement de base pour un vecteur

Théoréme.

Soit E un espace vectoriel muni des bases B et B’. On note P = Pass(B — B’).
Soit # € E un vecteur. On note X = Matg(z) et X’ = Matp/(x). Alors :

X = PX’

Changement de base pour un endomorphisme

Théoréeme.

Soit E un espace vectoriel muni des bases B et B’. On note P = Pass(B — B’).
Soit u € L(F) un endomorphisme. On note A = Mat(u, B) A’ = Mat(u, B'). Alors :

A=pPA P!

Changement de base pour une application linéaire

Proposition. Soit E un espace vectoriel muni des bases B et B’. On note P = Pass(B — B’).
Soit F' un espace vectoriel muni des bases C et C’. On note ) = Pass(C — (’).
Soit u € L(E, F) une application linéaire. On note A = Mat(u, 8,C) A’ = Mat(u, B’,C’). Alors :

A=QA P!

'Matrices sembables

Définition. Deux matrices A, B € M,,(K) sont semblables si et seulement s’il existe P € GL,,(K) telle que :

A=PBp!

Théoréme.

Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans des
bases différentes, c¢’est-a-dire :

JE espace vectoriel , Ju € L(E), 3B, B’ bases de E t.q. A = Mat(u,B) et B = Mat(u, B")
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'Trace d’une matrice

Définition. La trace d’une matrice carrée est la somme de ses coefficients diagonaux :
n
tI‘(A) = E (0771
i=1

Proposition.
e tr est une forme linéaire sur M., (K).
e Pour A, B telles que AB et BA sont carrées :

tr(AB) = tr(BA)

Corollaire. Deux matrices semblables ont la méme trace.

Définition. Soit F un espace vectoriel de dimension finie, et © € L(E). On appelle trace de u la trace de toute
matrice représentant u.

Proposition. tr est une forme linéaire sur £L(E) vérifiant, pour tout u,v € L(E) :

tr(uowv) =tr(vow)

Proposition. La trace d’un projecteur est égale a son rang.

Sous-espaces stables

Sous-espaces stables par un endomorphisme

Définition. Soit F' un sous-espace vectoriel de F, et u € L(E). On dit que F' est stable par u si et seulement
siVe € F, u(z) € F.

Remarque. On peut écrire u(F) C F, en utilisant la notion d’image directe d’un ensemble par une application. L’intérét
de cette notion vient surtout du fait que I'on peut alors donner la définition suivante :

Définition. Soit v € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. On peut définir :

Uup : F - F
z = u(x)
qui en un endomorphisme de F, appelé endomorphisme induit.
Remarque. Ce n’est pas exactement la restriction de u a F, puisque le but aussi est réduit a F.

Proposition. Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F stables par u, alors F'+ G et F' N G sont aussi
stables par u.

Théoréme.

Soit u et v deux endomorphismes de F qui commutent. Alors Keru et Imw sont stables par v.

Corollaire. Soit u et v deux endomorphismes de E qui commutent. Alors pour A € K, Ker(u—AId) et Im(u—\Id)
sont stables par v.

Stabilité et matrices par blocs
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Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension n, F' un sous-espace vectoriel de dimension p. Soit
B = (e1,...,€p,€pt1,...,€,) une base de E adaptée a F. Soit enfin u € L(FE). On a la caractérisation
suivante :

F est stable par u si et seulement si la matrice de u dans B est triangulaire supérieure par blocs :

(0 ¢)

ot A € M,(K) est la matrice de 'endormophisme induit ug.

Proposition. Soit F un espace vectoriel de dimension finie, F7,...,F), des sous-espaces vectoriels tels que
P
E =@ F,. Soit u € L(E).
i=1
Les F; sont tous stables par u si et seulement si la matrice de w dans une base B = (Bs,...,B,) adaptée a

la somme directe est diagonale par blocs :

A, 0 - 0
0 A,

0
0 0 A,

ot A; € My, (K) est la matrice de ’endomorphisme induit up,.

Corollaire. Soit F un espace de dimension finie n, de base B = (eq, ..., e,). Soit u € L(F) un endomorphisme
laissant stable les n droites vectorielles F; = Vect(e;). Alors, la matrice de u dans la base B est diagonale :

A 0 - 0
0 X

SO
0 0 X\,

ou chaque \; € K.

8 |Annexes

8.1 Rappel : opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

Définition. Les opérations élémentaires sur les lignes Proposition. On considere

sont :
Pi7j =1,—E; — Ejj + Eij + Eji
. Lz < Lj
que l'on appelle matrice de permutation,
o L <= AL;j avec A # 0 méme si on devrait plutot 'appeller matrice de

transposition.

Alors P; j x A est la matrice A ot I'on a échangé
les lignes L; et L;.

D’autre part Pf] = I, donc F; ; est inversible.

o Li+— L;+ALjaveci#j

On définit les mémes opérations sur les colonnes.

On peut interpréter ces opérations élémentaires en
termes de produits matriciels.
Calcul préliminaire. On considere A € M,,,(K).

Proposition. On considere

Dix=1,+(AN-1E;

o Quevaut AE;;, ou E;; € Mp(K) est une matrice

dlémentaire ? que 'on appelle matrice de dilatation.

Alors D; 5 x A est la matrice A ot la ligne i a été

o Quevaut E;; A, ou E;; € M, (K) est une matrice multipliée par A.
élémentaire ? D];aIUtre part D;zD; 1 = I, donc D x est inver-
sible.
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Proposition. On considere
Tij = Ln + ALy

que 'on appelle matrice de transvection.
Alors T; j » X A est la matrice A ou I'on a effectué
L;+ L; + ALJ

D’autre part T; j A\ T; j,—x = I, donc Tj ; \ est in-
versible.

Remarque. On dispose des résultats analogues quant aux
opérations sur les colonnes, en multipliant a droite
par les matrices P; ;, D; x et T; j x.

Rappel : rang

Proposition.

e Les opérations élémentaires sur les colonnes ne
changent pas I'image d’une matrice.

e Les opérations élémentaires sur les lignes ne
changent pas le noyau d’une matrice.

Remarque.
taires sur les lignes permettent de résoudre les sys-

On se souvient que les opérations élémen-

temes linéaires par la méthode du pivot de Gauss, de
montrer Iinversibilité et calculer I'inverse d’une ma-
trice carrée par la méthode de Gauss-Jordan.

Définition.

e Si u est une application linéaire, son rang est,
quand elle est finie, la dimension de son image :

rg(u) = dim(Im u)

o Si (x;)ier est une famille de vecteurs, son rang
est, dans elle est finie, la dimension de 'espace
qu’elle engendre :

rg ((2:)ier) = dim (Vect(z;)ier)

. SiA= (Cl\---\cp
les colonnes sont notées C;, sont rang est la di-
mension de son image, c’est-a-dire de ’espace
engendré par ses colonnes :

) est une matrice, dont
rg(A) = dim(Im A) = dim ( Vect(Cy, ..., Cp))

Proposition. Si P et (Q sont des matrices inversibles,
alors :

rg(PAQ) = rg(A)

Théoréme.

Une matrice A € M,,,(K) est de rang r si et
seulement s’il existe deux matrices inversibles
(et donc carrées) U € GL,(K) et V € GL,(K)
telles que :

A=UJV

ou J,. est définie par blocs :

I 05—
Jr _ T rp—T )
(On—r,r On—r,p—r

Corollaire. Une matrice et sa transposée ont le méme
rang.

10/15 http://mpi.lamartin.fr

Premiére preuve, vectorielle.  Soit u € L(KP,K™) canonique-
ment associée & A. On cherche une base B de KP et une base C
de K™ telles que :

Mat(u, B,C) = J»

On considére G supplémentaire de Keru dans KP et B =
(e1,...,er,er41,...,€p) adaptée a :

KP =G @ Keru

c’est-a-dire que B = (e1,...,€er,€r41,...,€p). Alors le théo-

base de G base de Keru
reme du rang, dans sa version «géométrique », indique que
(u(e1),.-.,u(er)) est une base de Imw, donc en particulier une
famille libre, que 'on peut compléter en une base de K" :

C= (’U,(el), ce ,U(er),f'r-+1, cee 7fn)
On a alors Mat(u, B,C) = Jr, et donc le résultat par la formule
de changement de base. a

Seconde preuve, matricielle.  L’interprétation des opérations
élémentaires en termes de produits & droite ou a gauche par
des matrices inversibles montre qu’il suffit de trouver une suite
de telles opérations qui fasse passer de la matrice A a la ma-
trice Jy.

Si A= (0)7 c’est Jo.

Sinon, en permutant deux lignes et/ou deux colonnes, on trouve
une matrice P; AQ1 dont le coefficient 11 est non nul. En mul-
tipliant & gauche (ou & droite si on préfére) par D (%H)’ on
obtient une matrice P2 AQ2 dont le coefficient en haut & gauche
vaut 1.

En multipliant & gauche par les matrices T; 1 5, pour annuler
les autres coefficients de la premiére colonnes (c’est le pivot de
Gauss), puis a droite par les matrices T1,j,u;, on trouve une
matrice P3AQ3 de la forme :

1 0 ... 0
0

Il reste a travailler sur le bloc de taille réduite, et donc & mettre
en place une récurrence. |

Théoréme.
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Le rang d’une matrice A est la dimension maxi-
male d’une matrice carrée inversible extraite

de A.

Plus précisément, pour A € M,,,(K) : rg(A) =
r si seulement il existe I C {1,...,n} et
J c{1,...,p} avec Card(l) = Card(J) = r et

(aij)icr inversible; et toutes les matrices car-
j€J

rées extraites de taille > r ne sont pas inver-

sibles.
Preuve.
o Soit A= (Cl [ -] Cp> € Mpp(K) de rang r. Montrons
qu’on peut en extraire une matrice inversible de taille
rXT.

rg(C1,...,Cp) =1

donc par le théoreme de la base extraite, il existe

J C {1,...,p} telle que (Cj)jcs soit une base de
Vect(Cq,...,Cp), et Card(J) =r.
La matrice Ay = (ai5)1<ign, Obtenue en ne conser-

jeJ
vant que les r colonnes de A, est de rang r. On note

8.3 Annexe : matrices équivalentes

Ly

Al = . La famille des lignes, (L1, ..., Ln), est de

Ly
rang r. On peut donc en extraire (L;);e; une base de
Vect(L1,...,Ln), avec Card(I) = r.

La matrice A2 = (a;j);er convient.
jeJ

¢ Montrons maintenant qu’on ne peut pas extraire de A de
matrice inversible de taille m x m, o m > r. On consi-
dére B = (aij)icr, avec Card(I) = Card(J) =m > r.

jeJ
Comme m > r, la famille (C}) e s est liée, donc il existe
des scalaires A; non tous nuls tels que Z)\jCj = 0.
jeJ
C’est donc que :

Vi € {1,...,71,}, Z)\jaij =0
jeJ
et donc, en particulier :
Viel, Z)\jaij =0
jeJ
ce qui exprime que la famille des colonnes de B est liée.
C’est donc que la matrice B n’est pas inversible.

O

Définition. Deux matrices A, B € M,,,(K) sont équi-
valentes si et seulement s’il existe deux matrices
inversibles U, V telles que :

B=UAV

Remarque. U € GL,(K), V € GL,(K).

Proposition. La relation «est équivalente » est une
relation d’équivalence.

Théoréme.

Deux matrices de M,,,(K) sont équivalentes si
et seulement si elles ont le méme rang.

8.4 Annexe : un bloc comme matrice d’une application linéaire composée

Etude. Soit E un espace vectoriel de dimension n,
F un sous-espace vectoriel de dimension p. Soit

B=(e1,...,€p,€pt1,--.,6,) une base de E adap-
tée & F. Soit u € L(FE). Sa matrice relativement
a Best:
A C
(5 )
2024-2025

ou A € My(K). Notant G = Vect(epy1,...,en),
ona E = F®G. On considére p le projecteur sur
F' de direction G. Alors F est stable par p o u,
et A est la matrice de I'’endomorhpisme induit

(pou)r.
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22. Compléments sur les matrices

Exercices et résultats classiques a connaitre

Raisonner par analyse-synthese

Soit u € L(R?) vérifiant u? = 0 et u # 0. Montrer qu’il existe une base B de R? telle que

Mat(u, B) =

S = O
o O O
o O O

Des matrices semblables dans C le sont dans R

Soit A, B € M, (R). On suppose A et B semblables dans M,,(C).
Montrer qu’elles sont semblables dans M, (R).

Matrice a diagonale strictement dominante

Soit A = (ai;)ij € My (R) vérifiant :

n
Vie{l,...,n}, lasl > laij]

j=1

J#i

Montrer que A est inversible.

Matrices de rang 1

Soit A € M,,(K) une matrice de rang 1.

(a) Montrer qu’il existe X, Y € M, (K) non nulles telles que A = XYT.

(b) En déduire Pexistence de A € K tel que A? = A, et vérifier que X = tr(A).

12/15 http://mpi.lamartin.fr
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'Exercices du CCINP |

Soit n un entier naturel tel que n > 2.

Soit E I’espace vectoriel des polynémes a coefficients dans K (K =R ou K = C)
de degré inférieur ou égal a n.

Onpose:VPEE, f(P)=P—P'.

Grp 59.1

1. Démontrer que f est bijectif

(b) en utilisant une matrice de f.

22.6 Gip 69.1
0 a 1
On consideére la matrice A= |a 0 1] ou a est un réel.
a 1 0
1. Déterminer le rang de A.
'Exercices |
On considere la matrice :
-1 3 =3
A=\ 1 1 -1
1 -1 1

On appelle f € £L(R?) I'endomorphisme canoniquement associé a A.
On consideére dans R? les vecteurs e; = (1,1,0), e2 = (—1,1,1) et e3 = (0,1, 1).

(a) Montrer que B = (eq, ez, e3) est une base de R3.
(b) Ecrire la matrice de f dans cette base.

(¢) Sans calcul, déterminer une base de Ker f et de Im f.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, muni d’une base B = (e, es, e3),
et f € L(F) dont la matrice dans la base B est :

-3 -1 1
A=1 4 2 -1
2 2 -1

On pose €] = ey +e3, e, =e; —ey+e3, 5 =e; —es.
(a) Montrer que B’ = (e}, e}, e5) est une base de E.
(b) Former la matrice D de f dans la base B'.

(c) Exprimer la matrice de passage P de B vers B’. Calculer P~1.
(d) Donner la relation liant les trois matrices A, D et P.
)

(e) En déduire une expression de A™, pour n € N.

On considere la matrice :
0 1
A=1-1 2 1
0 1

On appelle f € £(R?) 'endomorphisme canoniquement associé a A.
(a) Déterminer le noyau et 'image de f.

(b) Vérifier que ces espaces sont supplémentaires, et exprimer la matrice
de f dans une base adaptée.

(c) Décrire géométriquement I’application f.

(a) Déterminer le noyau et 'image de :
1 1 -1

A=1-3 -3 3
-2 -2 2
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(b) En déduire une base de R? dans laquelle la matrice de ’'endomorphisme
canoniquement associé a A est :

B =

o OO
o O =
o O O

(a) Montrer que S,(K) et A,(K) sont des espaces supplémentaires
de M, (K).

(b) Préciser leurs dimensions.

On considere la matrice :

A:

O O =
S = N
=N W

(a) Calculer A™ pour tout n € N.

(b) Calculer A™ pour tout n € Z.

‘ Petits problemes d’entrainement ‘

32,13

Soit A = (aij)o<ijcn € Mnt1(R) la matrice, dont les lignes et les colonnes
sont indexées a partir de 0, et dont le coefficient est :

()

On note ¢ € L(R,[X]) 'endomorphisme dont A est la matrice dans la base
canonique.

(a) Exprimer simplement ¢(P) pour P € R,[X].

(b) Montrer que A est inversible, et calculer A1

[z211]

Montrer que :
Vect{AB — BA, A,B € M,(R)}

est un hyperplan de M,,(R).

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, muni d’une base B = (ey, ea, e3),
et f € L(F) dont la matrice dans la base B est :

0 1 1
A=(1 0 1
1 -1 0

(a) Montrer que f peut étre représenté par la matrice :

0 0 O
D=0 -1 0
0 0 1

(b) En déduire une matrice P € GL3(R) telle que A= PDP~!.

(c¢) Exprimer en fonction de n le terme général des trois suites définies par :

Tnt+l = Yn + 2n
Yn+1 = Tp + 2n

Zn+1 = Tn — Yn

II}O:L y():O, ZOZOGtVTIE’\L

Soit A € M, (R). Résoudre ’équation :
X+XT=tr(X)A
d’inconnue X € M, (R).

Soit n > 2 un entier.

(a) Déterminer les matrices commutant avec toutes les matrices de M., (K).

(b) Déterminer les matrices commutant avec toutes les matrices de GL,, (K).
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Soit M € M, (K) une matrice de rang r que I'on suppose pouvoir écrire par
blocs :
A B
v-(e o)
avec A € GL,(K).
(a) Montrer que, pour tout X € M,_,1(K), il existe Y € M, 1(K) telle

que, par blocs :
0 Y
() = (o)

(b) En déduire que D = CA~!B.

Existe-t-il une matrice A € M3(C) telle que :

A% =

o OO

S O =

o = O
~

Soit f un endormorphisme de E espace vectoriel réel de dimension finie, vé-

rifiant :
fF=0

Montrer qu'il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f s’écrive

par blocs :

0 I

0 0
22.21
Soit ¢ une forme linéaire sur M, (K) vérifiant :

VYA, B € M, (K), o(AB) = ¢(BA)

Montrer que qu’il existe A € K tel que :

VM € M, (K), o(M) = Xtr(M)

Soit n > 2 entier.

(a) Soit ¢ une forme linéaire sur M,,(R). Montrer qu’il existe une unique
matrice A € M, (R) telle que :

VM € M,(R), o(M) = tr(AM)

(b) En déduire que tout hyperplan de M, (R) contient une matrice inver-
sible.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, e = Idg et G un sous-groupe

fini de GL(E) et n = Card(G). On note : p = 1 E g.
n
geG

(a) Montrer que : Vh € G, poh = p.

(b) En déduire que p est un projecteur de FE.

(¢) Etablir : m Ker(g — e) = Im(p).
geG

(d) En déduire que :

dim ﬂ Ker(g—e) | = % Z tr(g)

geG geG
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