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§M PI * 240. Diagonalisation

'Je me souviens

1. Pour A € M,,(K), quel est 'endomorphisme canoniquement associé ?

2. Que signifie : « F1, ..., F}, sont en somme directe » 7
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1.1

1.2

1.3

§M PI * 240. Diagonalisation

Eléments propres d’'un endomorphisme

Définition

Définition. Soit E un K-espace vectoriel, u € L(E) et A € K. On dit que X est valeur propre de u lorsqu’il
existe z non nul tel que :
u(z) = Az
On dit alors que x est vecteur propre de u associé a la valeur propre \.
Remarque. Insistons : il faut qu’il existe un vecteur non nul tel que...
Remarque. Un vecteur propre, c¢’est un vecteur non nul tel que u(x) est colinéaire a x.

Définition. On appelle équation aux éléments propres ’équation :
u(z) = Az

ou l'on cherche les valeurs de A pour lesquelles il existe des solutions & non nuls & 1’équation, et on cherche
ces solutions aussi.

Définition. Si \ est une valeur propre de u, on appelle sous-espace propre associé a \ 'espace :

E)(u) = Ker(u — Aldg)
={z € E, u(z) = Az}

Propriétés

Proposition. z est un vecteur propre de u si et seulement si la droite vectorielle Vect(z) est stable par w.

Théoréme.

Des sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.
Plus précisément : si E est un espace vectoriel, u € L(E), et si A1,...,\, sont des valeurs propres deux
a deux distinctes de u, alors la somme Ej, (u) +--- + E), (u) est directe. On I’écrit donc :

P
Ex (u)®---® Ey (u) ou encore @Exk (u)
k=1

Théoréeme.

Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre.
Plus précisément : si E est un espace vectoriel, u € L(E), et si (x;);cr est une famille de vecteurs propres
associés a des valeurs propres \; deux a deux distinctes, alors (x;);cr est libre.

Corollaire. Si E est de dimension finie n et u € L(F), alors u admet au plus n valeurs propres distinctes.

Proposition. Soit u,v € L(FE), avec uov = v owu. Alors :
o Tout sous-espace propre de u est stable par v

e Keru et Imwu sont stables par v

Exemples

Exemple. Soit F un espace vectoriel. Déterminer les éléments propres de :
1. p projeteur de E
2. s symétrie de F

3. h homothétie de rapport k
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1.4

2.1

2.2

gM PI * 240. Diagonalisation

Exemple. Déterminer les éléments propres de :

1. w: KX] — K[X]
P ~ P

2. v:C®RR) — C®R,R)
fo=f

Exemple. Donner un exemple simple d’endomorphisme du plan euclidien usuel qui n’a aucune valeur propre.

En dimension finie

Remarque. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et w € L(E). Pour A € K, on a :

A valeur propre de u <= Jz # 0g, u(z) = Az
<= Ker(u — Mdg) # {0z}
<= u — Aldg non injective

<= u — Aldg non bijective car u endomorphisme de E qui est de dimension finie.

Définition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et v € L(E). On appelle spectre de u :

= {X € K, X valeur propre de u}

Proposition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Alors :

u € GL(E) < 0¢ Sp(u)

Eléments propres d’'une matrice carrée

Définition

Définition. Soit A € M, (K). Les éléments propres de A sont les éléments propres de endomorphisme de
Mnl(K) qui lui est canoniquement associé :

uA:Mnl(K) — Mn1(K)
X = AX

Ainsi, X\ est une valeur propre de A s’il existe une matrice colonne non nulle X telle que AX = AX. On
dit alors que X est un vecteur propre de A, associé a \. L’espace E)(A) = Ker(A — AI,,) est 'espace
propre associé a A, et I’équation :

AX = )\X

est ’équation aux éléments propres. Le spectre de A, noté Sp(A), est 'ensemble des valeurs propres
de A.

Critére d’inversibilité

Proposition. Avec les notations de la défnition :

A€ GL,(K) <= 0¢ Sp(A)
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2.3

3.1

3.2

4

4.1

gM PI * 240. Diagonalisation

Un mot sur le corps de base

Remarque. Si A € M, (R), on a A € M, (C). On peut donc chercher les valeurs propres réelles ou les valeurs propres
complexes de A. On note Spg(A) et Spc(A) et on a :

Spr(A) C Spc(A4)

1 0
Proposition. Plus généralement, si K est un sous-corps de K’ et A € M,,(K), alors Spx(A) C Sp:(A).

Exemple. Déterminer les valeurs propres de (0 _1>

Eléments propres d’une matrice carrée représentant un endomorphisme

Lien entre matrice et endomorphisme

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, B une base de E, v € L(E) et A = Mat(u, B).

e Les valeurs propres de A sont les valeurs propres de u :
Sp(A) = Sp(u)
o Les vecteurs propres de A sont les matrices des vecteurs propres de u :

X eE\(A) <= AX =XX
—= u(z) =Xz
< z € E\(u)

ot X = Matg(x).

Eléments propres et matrices semblables

Proposition. Soit A, B € M,,(K) deux matrices semblables, P € GL,,(K) telle que A = PBP~!.

e Les valeurs propres de A sont les valeurs propres de B :
Sp(A) = Sp(B)

o Les vecteurs propres de A et les vecteurs propres de B sont liés par la formule de changement de base :
X e E\(A) <= AX =)X
< PBP'X =)\X
<~ B(P'X)=\P'X)
<~ P 'X e E\(B)

X + P71X est un isomorphisme de E\(A) — E\(B).

Polynéme caractéristique

Polyndome caractéristique d’'une matrice

Définition. Pour A € M,,(K), on définit :
xa = det(XT,, — A) € K[X]

appelé le polynéme caractéristique de A.
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4.2

4.3

gM PI * 240. Diagonalisation

Proposition. x4 est de degré n et on connailt a priori quelques coefficients :

xa =det(XI, — A) = X" —tr(A) X" L 4. 4 (=1)" det(A)

Proposition. Les valeurs propres de A € M,,(K) sont les racines de sont polyndme caractéristique x 4.

Exemple. Déterminer les valeurs propres de :

-2 01 3 01 1 1 1
A=1-1 1 1 B=2 11 c=\|0 2 2
-1 1 1 -1 1 1 1 -1 3
2 0 0 1 4 2 010
D={(-3 -1 3 E=10 -3 -2 F=|(0 0 1
3 3 -1 0 4 3 1 00
Proposition. Soit A diagonale ou triangulaire :
an W ®
0 a9
A:
e
0 0 apn

Alors :

Corollaire. Les valeurs propres d’une matrice diagonale, d’une matrice triangulaire, sont les coeflicients diago-
naux de la matrice.

Multiplicité, propriétés

Définition. On dit que X est valeur propre de A de multiplicité m lorsque A est racine de multiplicité m
de x 4.

Proposition. Un matrice de M,,(K) admet au plus n valeurs propres, comptées avec multiplicité.
Proposition. Lorsque K = C, le nombre de valeurs propres de A € M, (C), comptées avec multiplicité, est n.

Proposition. Si A € M,,(R) et n impair, alors Spg(A4) # @.

Proposition. Soit A € M,,(R). Si A € C \ R est valeur propre de A, alors X est aussi valeur propre de A, avec
méme multiplicité.

Proposition. Soit A € M,,(K). Alors A et AT ont le méme polynéme caractéristique, et donc les mémes valeurs
propres.

Remarque. A et AT ont les mémes valeurs propres, mais pas les mémes vecteurs propres. On peut cependant montrer
que, pour \ valeur propre, Ex(A) et Ex(A") ont la méme dimension.

Polynéme caractéristique d’'un endomorphisme

Proposition. Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique.

Définition. Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(E). On appelle polynéme caractéris-
tique de u le polynéme caractéristique de toute matrice représentant v dans une base.
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4.4

5.1

§M PI * 240. Diagonalisation

Polyn6me caractéristique et sous-espace stable

Lemme. Soit u € L(E) un endomorphisme, et F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. On note up
I’endomorphisme induit par u sur F'.
Alors Xy, divise Xu.

Théoréme.

La dimension d’un sous-espace propre est au plus égale a la multiplicité de la valeur propre correspon-
dante :
Siu € L(E) ou E est de dimension finie, si A € Sp(u) et si m(\) désigne la multiplicité de A, alors :

1 < dim Ey(u) < m(X)

Le résultat se traduit aussi matriciellement.

Corollaire. Si A\ est une valeur propre de multiplicité 1, alors le sous-espace propre associé est une droite
vectorielle, c’est-a-dire est de dimension 1.

Diagonalisabilité

Diagonalisabilité d’un endomorphisme en dimension finie

Définition. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et v € L(E). On dit que u est diagonalisable s’il
existe une base B de E telle que Mat(u, B) soit diagonale.
Cela revient a dire qu’il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

Caractérisation.

Soit E espace vectoriel de dimension finie n et u € L(F). Alors u est diagonalisable si et seulement si F
est somme (directe) des sous-espaces propres de u :

u diagonalisable <= @ Ex(u)=F
XESp(u)

= Z dim (Ex(u)) = n

AESP(u)

Caractérisation.

Soit E espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E). Alors u est diagonalisable si et seulement si
e Xu est scindé

o chaque sous-espace propre a pour dimension la multiplicité de la valeur propre associée

Remarque. Ca signifie que I’'on peut écrire :
Xu = H(X —X)™,  avec les \; distincts

et
Vi€ {l,...,p}, dim (Ex, (u)) =m;

Corollaire. Soit E espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E). Si u admet n valeurs propres distinctes,
alors u est diagonalisable. Et ses sous-espace propres sont des droites vectorielles.

Remarque. C’est bien une condition suffisante, non nécessaire.
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5.2

5.3

54

gM PI * 240. Diagonalisation

Diagonalisabilité d’'une matrice carrée

Définition. Soit A € M, (K). On dit que A est diagonalisable si et sculement si elle est semblable & une

matrice diagonale :
3D € M, (K) diagonale, 3P € GL,(K), A= PDP™*

Remarque. Les coefficients de D sont les valeurs propres de A, avec multiplicité.

Les propriétés vues pour les endomorphismes se traduisent matriciellement :
Proposition. Soit A € M,,(K). Alors :

A diagonalisable <= @ Ey(A) = M1 (K)
AESP(A)
= Y dim(Ex(A) =n
AESP(A)
XA est scindé
VA € Sp(4), dim (Ex(A4)) = m(\)

On a aussi :
XA est scindé a racines simples = A diagonalisable

Enfin, si A = Mat(u, B),
A est diagonalisable <= wu diagonalisable

Remarque. Diagonaliser A, c’est trouver une matrice de passage P et une matrice D diagonale telle que A = PDP™!.

Sauf si ¢’est demandé, on ne calcule pas P~".

Proposition. Pour A € M, (K) :

A diagonalisable <= AT diagonalisable

Le théoréme spectral

On démontrera et on complétera plus tard le résultat suivant :
Proposition. Si A € §,(R) est symétrique & coefficients réels, alors A est diagonalisable.

Des exemples

1 ... 1
Exemple. Diagonaliser J = | : : | € My (K), matrice pleine de 1.
1 ... 1
Exemple. Diagonaliser A = (a;;)i; € M, (K) ot a;; = « ST =
- B sinon
0 ... 01
Exemple. On consideére B = | - -
0 ... 01
1 ... 1 1

Déterminer une base de Ker B et une base de Im B. Puis montrer que B est diagonalisable.
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SMPI1*

240. Diagonalisation

6 Annexes

6.1 Annexe : une démonstration élégante de somme directe.

Théoréme.

Si A1,...,Ap sont des scalaires deux a deux
distincts, et uw € L(F), alors la somme des
F, = Ker(u — A\ Idg) est directe :

P p
Z Ker(u — M\ Idg) = @Ker(u — A\ Idg)

k=1 k=1
Preuve. Soit (z1,z2,...,zp) € FI X Fo X -+ X Fp tels que
Ty +x2 4+ -+ xp =0.
En appliquant & cette égalité u, puis u?, ..., puis u?~1, on ob-
tient :

z1 24+ +xp=0 (Lo)

A1x1 +)\2x2+~~'+)\p$p:0 (Ll)

Ny M g o+ AT ey =0 (Lpa)

p—1

Tout polynéme P € Kj,_1[X] sécrit P = Z apX"*. En effec-
k=0

tuant ag(Lo) + a1(L1) + -+ + ap—1(Lp—1), on obtient :

P(/\1)x1 + P()\Q)IQ + -+ P(/\p)xp =0

Cette égalité est vraie pour tout polynéme de K,_1[X], donc
en particulier pour les polynémes d’interpolation de Lagrange

Ly associés & (A1,...,Ap), qui satisfont :
Ly(Ak) =1
Ly (X)) =0 pour i # k

ce qui fournit zx = 0 pour tout k.
On a montré que les Ker(u— A Idg) sont en somme directe. [
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gM PI * 240. Diagonalisation

Exercices et résultats classiques a connaitre

La matrice pleine de 1

Déterminer les éléments propres de :

Autour de la matrice compagnon

Soit P =ag+ a1 X + -+ a, 1 X" !+ X" € K[X] un polyndéme unitaire. On appelle matrice compagnon
de P la matrice :

0 0 —ag
1 —Qaq
C=1lo 1
0
0 -~ 0 1 —ap_
(a) Montrer que P est le polynéme caractéristique de C.
(b) On suppose dans cette question que P est scindé a racines simples, notées Ay, ..., \,. Montrer que :
A 0 ... 0
T 0 : —1
C' =V, ) VA, )
: . w0
0 ... 0 X,

ot V(A1,...,\,) désigne la matrice de Vandermonde de (A1,...,A\,).

Un endomorphisme matriciel

On considere les matrices réelles :

1 0 a b
A<o 2> etM(a d)

(b) Déterminer les éléments propres de ’endomorphisme :

(a) Calculer AM — M A.

M— AM — MA
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Un exemple d’équation matricielle

6 0 0
Soit A=[0 2 -2
0 0 O

On propose de résoudre dans M3(R) I’équation : (E) : X2+ X = A.
(a) Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que A = PDP~!.

(b) Déterminer les matrices Y € M3(R) telles que Y2+Y = D. On commencera pour cela par montrer qu'une
telle matrice Y commute avec D, et par en déduire que c’est une matrice diagonale.

(¢) Résoudre alors 1’équation (F).

Diagonalisation simultanée

Dans une espace vectoriel E de dimension finie, on considére deux endomorphismes u et v diagonalisables tels
que 4 ov = v o u.

(a) Montrer que les sous-espaces propres de v sont stables par w.
(b) Montrer que 'endomorphisme induit de u & un sous-espace propre de v est diagonalisable.

(¢) Montrer qu’il existe une base de E constituée de vecteurs propres de u et v.

Réduction d’'une matrice circulante

0o 1 0 0
On considere, pour n > 2, la matrice J = T B .,\\\.» 0
0 1
1 0 0

ao a/l .......... a/n—l
. . 3 Ap—1  ~~_ NN
(b) Application : calculer, pour ag,...,a,—1 € C, R . ~.
T o
Ay e Ap_1 Qg
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'Exercices du CCINP |

Soit n un entier naturel tel que n > 2.

Soit E I’espace vectoriel des polynémes a coefficients dans K (K = R ou K = C)
de degré inférieur ou égal a n.

Onpose:VP€EE, f(P)=P—P.

GNP 59.13

1. Démontrer que f est bijectif
(b) en utilisant une matrice de f.

3. f est-il diagonalisable ?

240.8 Gip 67
0 a ¢

Soit la matrice M = | b 0 ¢ | ou a,b,c sont des réels.
b —a 0

M est-elle diagonalisable dans M3 (R)? M est-elle diagonalisable dans
M3 (C)?

240.9 Grp 68.111
1 -1 1

Soit la matrice A=| -1 1 -1
1 -1 1

1. Démontrer que A est diagonalisable de guatre deux manieres :

(b) en calculant directement le déterminant det(Als — A), ou I3 est
la matrice identité d’ordre 3, et en déterminant les sous-espaces
propres,

(¢) en utilisant le rang de la matrice,

On considére la matrice A =

Grp 69

ou a est un réel.

QO
— o
O = =

1. Déterminer le rang de A.

2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?

00 1
Soit A=[1 0 0] eM;(C).
010

Grp 70.1

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. A est-elle
diagonalisable 7

Soit n un entier naturel non nul.
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel F de dimension n, et soit

GNp 72

e =(e1,...,e,) une base de E.
On suppose que f(e1) = f(e2) = --- = f(e,) = v, ol v est un vecteur donné
de E.

1. Donner le rang de f.

2. f est-il diagonalisable ? (discuter en fonction du vecteur v)

2 1
On pose A = <4 _1).

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

GNp 73

2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice

[ %)

En déduire que l'ensemble des matrices qui commutent avec A est
Vect (I, A).

240.14 Gip 74
1 0 2
1. On considére la matrice A= |0 1 0
2 0 1

(a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.

n
(=
N
(-]

*IdW

uonwstouoboIq ‘0v2


http://mpi.lamartin.fr

9202-5202

23 utyzewet  tdu//:dajy

L/l

(b) Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs
propres associés.

=z
2. On consideére le systeme différentiel < ' =y ou x,y, z désignent
z

trois fonctions de la variable ¢, dérivables sur R.

En utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systéme.

Soit u et v deux endomorphismes d’un R-espace vectoriel E.

Grp 83

1. Soit A un réel non nul. Prouver que si A est valeur propre de uo v, alors
A est valeur propre de v o u.

2. On considere, sur E = R[X] les endomorphismes u et v définis par
b'e

u:Pr— Petv:P+— P .

1
Déterminer Ker(uowv) et Ker(vou). Le résultat de la question 1. reste-t-il

vrai pour A=07

3. Si E est de dimension finie, démontrer que le résultat de la premiere
question reste vrai pour A = 0.
Indication : penser a utiliser le déterminant.

240.16 Grp 91.12
0 2 -1

On considére la matrice A= [ -1 3 —1] € M3(R).
1 2 0

1. Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre que I'on déterminera.

2. La matrice A est-elle inversible 7 Est-elle diagonalisable 7

GNP 101.2

2. On consideére la matrice A =

NIFNI= O
= Ol
[es) SIEE NI

(a) Justifier, sans calcul, que la matrice A est diagonalisable.

1
(b) Prouver que — 3 est valeur propre de A et déterminer le sous-espace
propre associé.

(c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale
de M;3(R) telles que D = P~1AP.
Remarque : le calcul de P! n’est pas demandé.

'Exercices

. 173 —4

(a) Déterminer les valeurs propres de A.

(b) Déterminer une matrice P inversible telle que D = P~ AP soit diago-
nale.

(¢) Quelle est la limite de (A™), ?

0 -1 -1 0

. |11 0 0 -1
Soit A = 1 0 0 -1
0 1 1 0

(a) Déterminer les valeurs propres réelles de A. La matrice A est-elle dia-
gonalisable dans M4 (R)?

(b) Déterminer les valeurs propres complexes de A. La matrice A est-elle
diagonalisable dans My (C)?

Soit a, b réels,

0 1 1 a b b
A=11 0 1| et M(a,b)=|b a b
1 10 b b a

n
(=
N
(-]

*IdW

uonwstouoboIq ‘0v2
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(a) Montrer que A est diagonalisable, et préciser une matrice P inversible
telle que P~' AP soit diagonale.

(b) Exprimer P~*M (a,b)P en fonction de a et b.

(c¢) En déduire le déterminant et le spectre de M (a, b).

Déterminer les éléments propres de :
(a) D: f f' sur E=C>*(I,R).

(b) A (un)n = (Upy1 — Up)n sur E ensemble des suites réelles qui
convergent vers 0.

Déterminer les éléments propres de :

T Mup(R)

- M,(R)
M - MT

Une matrice A € M, (R) est dite stochastique si ses coefficients sont des
réels > 0, et si la somme des coefficients de chacune de ses lignes est égale a 1.

(a) Démontrer que si A € C est une valeur propre de A, alors |\| < 1.

(b) Démontrer que 1 est valeur propre et donner un vecteur propre associé.

1

Déterminer les réels =,y tq | 2

3

soit vecteur propre de

—= =8
e
e N

Soit u un automorphisme d’un K-e.v. E. Montrer que :

Sp(u~) = {1, A € Splu)|

Déterminer les éléments propres de :

0
A=10 et B =
0

OO =
— ==
o O O
O = =
e N

Pour P € R[X], on définit :
o(P) = (X — 1)(X —2)P —2XP
(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].
(b) Soit P un vecteur propre de ¢. Déterminer le degré de P.

(¢) Ecrire la matrice M de ’endomorphisme induit par ¢ sur Ry[X], dans
la base (1, (X —1),(X —1)?).

(d) Déterminer les éléments propres de .

Soit n > 3, a € C et M € M, (C) définie par :

a 0 0
1 1 1
M=110 0
1 0 ... 0

(a) Quel est le rang de M ? Préciser Ker M et Im M.
(b) Donner les valeurs propres de M.

(c) La matrice M est-elle diagonalisable ?

n
(=
N
(-]
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Petits problemes d’entrainement
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Soit E un espace vectoriel de dimension finie p > 1, u,v € L(E) tels que :
Uov—vou="u
(a) Montrer que tr(u) = 0.
(b) Montrer que, pour tout n € N :

u"ov—vou" =nu"

(c) Montrer que ¢ : f— fowv—vo f est un endomorphisme de L(E).

(d) En déduire, en utilisant la dimension de L(E), que u est nilpotent.

240.30 | &
On consideére E = C°(Ry,R). Pour f € E, et x > 0, on pose :
six=0

T =
f(ac) siz>0

f(0)

1 x

— t)dt
L] o
(a) Montrer que T : f — T est un endomorphisme de E.

(b) Déterminer les éléments propres de 7'

(a) Montrer qu’une matrice nilpotente est de trace nulle.

3 1 -1
(b) On considere A = [1 1 1 |. Montrer, sans calculer de polynoéme
2 0 2

caractéristique, qu’il existe A réel tel que A — A\I3 soit nilpotente.

Soit u un endomorphisme de E K-espace vectoriel.

(a) Montrer que tout sous-espace propre associé a une valeur propre non
nulle est inclus dans Im u.

(b) Montrer que tout vecteur propre de u est dans Imu ou dans Ker w.

(¢c) Montrer que, pour que wu soit diagonalisable, il est nécessaire que
E =Ker(u) ® Im(u).

(d) Montrer qu'avec E = K, [X] et u :
mais u n’est pas diagonalisable.

(a) Montrer que lapplication définie par :

P+— P—P onaFE = Ker(u)®Im(u)

p(P) = (X* - 1)P'(X) - (4X + 1) P(X)
est un endomorphisme de Ry[X].

(b) Résoudre I'équation différentielle :

v = (2(5;—/\1)

. 3—A
2+ 1)) Y
(¢) En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢.

Soient u endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n > 2.
On suppose que E est le seul sous-espace vectoriel non nul stable par u.

(a) L’endomorphisme u possede-t-il des valeurs propres ?

(b) Montrer que pour tout z € E \ {0g}, la famille (z,u(z),...,u""1(z))
est une base de E. Quelle est la forme de la matrice de u dans cette
base ?

(¢c) Montrer que cette matrice ne dépend pas du choix de x.

Soit A € M,,(C) et les matrices définies par blocs dans Mo, (C) :

1/4 A I, I,
pol(d Aars(t b)
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(a) Que vaut P?? En déduire que P est inversible et donner P~1.
(b) Préciser la matrice B’ = P~1BP.

(¢) Montrer que Sp(B) = Sp(A) U {0}.

)

(d) Pour A € Sp(B), préciser dim Ker(B’—AIs,) en fonction de dim Ker(A—
AL).

(e) En déduire que B est diagonalisable si et seulement si A Uest.

Soit A € M,,(C) et la matrices définies par blocs dans Mo, (C) :

0 I,
o=(3 %)
(a) Montrer que A € Sp(B) si et seulement si A\* € Sp(A) et comparer dans

ce cas dim Ker(B — A,) et dim Ker(A4 — \21,,).

(b) En déduire que B est diagonalisable si et seulement si A est diagonali-
sable et inversible.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit f € L(E) un endo-
morphisme de E. On note :

C(f)={9€L(E), fog=go [}
On suppose que f est diagonalisable.
(a) Motnrer que C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E).

(b) Pour g € L(E), montrer que g € C(f) si et seulement si chaque sous-
espace propre de f est stable par g.
(¢) En déduire que :
dimC(f) = Z m3

XESP(f)

ot my désigne la multiplicité de A dans le polynéme x .

Soit A € M,,(K).
(a) Montrer que, si rg(A) < n — 1, alors (Com A)T =0.

(b) Montrer que les vecteurs propres de A sont aussi vecteurs propres de
(ComA) .

(¢) Que dire de (Com A)" et de Com A lorsque A est diagonalisable ?

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et (f;);c; une famille d’endo-
morphismes diagonalisables de E. On suppose que I a au moins deux éléments.

(a) Montrer que, si les f; commutent deux a deux, ils sont simultanément
diagonalisables, c’est-a-dire qu’il existe une base de E formée de vec-
teurs qui sont vecteurs propres de chacun des f;.

On pourra raisonner par récurrence sur la dimension de E, et écarter
le cas ot tous les f; sont des homothéties.

(b) Soit u,v deux endomorphismes diagonalisables qui commutent. Montrer
que, pour tout A, u € K, Au + pv est diagonalisable.

(c) Soit n € N*, G un sous-groupe de GL,(K) tel que M? = I, pour
tout M € G. Montrer que Card(G) < 2". En déduire que, pour tout
m,n € N*, GL,,(K) et GL,,,(K) sont isomorphes si et seulement si n = m.

Soit A € M,,(R) une matrice stochastique, ¢’est-a-dire satisfaisant :
0<ay; <1 Vij
zn: a;; =1 Vi
j=1
(a) Montrer que 1 est valeur propre de A.
(b) Etablir que :

WS Spc(A), di t.q. |/\ - a“| <1-—ay

n
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En déduire que :

SpC(A) C U BF(aii, 1-— aii)
=1

Pour u € RN, on pose T'(u) = v ou :

1 n
e u
n+1 P
Déterminer les éléments propres de 7.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et muni d’une base B,
f € L(F) et H un hyperplan de E. On note E* = L(E, K).

(a) Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel :
{u € E* t.q. u(H) = {0}}
(b) Montrer que si H a pour équation u(x) = 0 alors H est stable par f si

et seulement si, u o f est colinéaire a u.

(c) Soient A et L les matrices dans B de f et u. Montrer que H est stable
par f si, et seulement si, LT est vecteur propre de AT .

(d) Déterminer les plans stables par
3 -2 -4

A=|-1 1 1
1 -2 =2

n
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N
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