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gMPI 45. Continuité des applications linéaires, multilinéaires

Continuité des applications linéaires

Caractérisation

Théoréme.

Soit E, F' deux K-espaces vectoriels normés, et u € L(E, F). Alors u est continue si et seulement si :

3C >0, Va € B, Jju(x)]| < O]

Remarque. Ce résultat est trés important, car il convient de savoir y faire référence dés que la question posée est celle
de la continuité d’une application qui est linéaire.

Notation. On note L.(F, F') 'ensemble des applications linéaires continues de E dans F.

Cas ou £ est de dimension finie

Théoréeme.

Soit E, F deux K-espaces vectoriels normés, et u € L(E, F).
Si E est de dimension finie, alors u est continue.

Corollaire. Soit F un espace vectoriel normé de dimension n, B = (e1,...,e,) une base de E. On appelle
application coordonnée :
m: F — K
T = I
ou (z1,...,Z,) est le n-uplet des coordonnées de = dans B.
Les applications coordonnées sont continues.

Norme subordonnée

Définition. Soit (E, | -||g) et (F,| - ||r) deux K-espaces vectoriels normés. Pour v € L.(E, F), on pose :

u\xr)\||r
ltflop = Sup [|u(x)]
e0p  |17|E

que 'on appelle norme d’opérateur ou norme subordonnée aux deux normes fixées sur E et F'.

Remarque. On utilise aussi la notation ||ullop = ||u]].
Théoréme.
Soit (E, | -||g) et (F,| - ||r) deux K-espaces vectoriels normés.

| - llop définit une norme sur L.(E, F).

Proposition. Siu € L.(E, F), alors :

o ullop = Sup [lu(z)||r
lzllz=1

o Jlullop est le plus petit C € R tel que :
Ve € B, |lu()|lr < Cllz|z
Siue LAE,F)etveLAF,G), alors :
¢ |lvoullop < lvllopllullop
Corollaire. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Alors || - ||op définit une norme sur £.(E) qui vérifie :
« [ldgflop =1
© Vu,v € Lo(E), [[voullop < [|v]lopllullop
o« Yu€ L(E), Yk €N, [[ut]lop < [lull,

On dit que || - [|op st une norme d’algébre unitaire.
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1.4 Adaptation matricielle

Proposition. Soit || - || une norme sur M, (K). Pour A € M,,(K), on définit :

|AX]|
lA|l = Sup T = Sup | AX]|
xXemam) IXI xp=1
X#£0

On définit ainsi une norme sur M, (K) vérifiant :
o =1
o VA, B e M, (K), [[AB|| < [|AllIB]]
o VA e M,(K), Vk € N, ||A*|| < Al

2 |Continuité des applications multilinéaires

2.1 Caractérisation

Proposition. Soit E,...,E,, F' des K-espaces vectoriels normés, et f : E; x --- x E, — F une application
multilinéaire. Alors f est continue si et seulement si :

3C >0, V(z1,...,7p) € By X - X Ep, [ f(z1,...,2p)||[r < Oll21]|E, - - - |7p]|E,

Corollaire. Si (E, (-,-)) est un espace préhilbertien réel, alors le produit scalaire est continu sur £ x E.

2.2 Applications polynomiales sur un espace de dimension finie

Définition. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, B = (eq, ..., e,) une base de E. Pour kq,...,k, € N,
on définit I’application :
My, kn) = wflw;” .. .775" DX xlflxgz .. .xfl"
ou (x1,x3,...,%,) est le n-uplet des coordonnées de x dans B.
On appelle application polynomiale sur FE toute application : & — K qui est combinaison linéaire des

m(k17-~~7kn) :
Remarque. Le fait qu’une application soit polynomiale ne dépend pas du choix de la base B.
Proposition. Toute application polynomiale sur un espace de dimension finie est continue.

Exemple. L’application det est continue sur M,,(K).

2.3 Applications multilinéaires en dimension finie

Proposition. Soit E1,..., E,, F' des K-espaces vectoriels normés.
S’ils sont de dimensions finies, toute application multilinéaire f : E; x --- x E, — F est continue.

Exemple. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, et B une base de E. Alors detys est continue sur E™.
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'Annexes

Annexe : d’autres caractérisations de la continuité des applications linéaires

Théoréme.

Soit E, F' deux K-espaces vectoriels normés, et
u € L(E, F). Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(7) Il existe C' > 0 tel que :

Ve € B, [[u(z)]| < O]l

(#4) w est bornée sur la boule unité BF(0g,1)
(#it1) u est bornée sur la spheére unité S(0g, 1)
(iv) w est lipschitzienne sur F

(v

(vi

w est uniformément continue sur E
u est continue sur F

)
)
)
)
)
)

(vit) w est continue en Og

Preuve.
(i) = (1)
Pour tout z € BF(0g, 1) :
[u(@)[| < Cllz|| par (i)
< C indépendant de x
donc u est bornée sur BF(0g, 1).
Immédiat, car S(0g,1) C BF(0g,1).
Par hypothese, il existe C' > 0 tel que :
Vz € S(0g,1), |lu(z)|]| < C

Soit x,y € E, avec x # y. Alors :

u —u(x 1
I (ﬁ/; - x\(\E)HF = el u(y — )|l F
par linéarité de u

- 1
B H ly —zlle F

et homogénéité de la norme

=0
w4 -
ly —zlle/llp

par linéarité de u

u(y — )

_y=zr . S(0g,1)
ly —zll=

et donc u est lipschitzienne.

< C car

|(w) = (v) = (vi) = (m‘)|

Ces implications sont claires.

On applique la définition de la continuité avec € = 1, en
notant que u(0g) = Op. Alors, il existe o > 0 tel que :

Ve € E, v € BF(0g,0) = |lu(z)||lr <1

Pour tout x € E non nul, on a a—

llzll e
| (o)l
ul a—— <
lzlle /1l ¢

c’est-a-dire, par linéarité de u et homogénéité de la
norme :

S BF(OE,C!)

donc :

«

o llu@)llF <1
lzlle

1
et donc, en posant C = — :
«a

Vz € B, |lu(@)|r < Cllzl|le

cette inégalité étant triviale pour x = Op.

Annexe : continuité des applications multilinéaires en dimension finie

Proposition. Soit Ey,...,E,, F' des K-espaces vec-
toriels normés et f : E; x --- x E, — F une
application multilinéaire. Si E,...,E, sont de
dimensions finies, alors f est continue.

Preuve.

e Si F est de dimension finie, il suffit de dire que les ap-
plications coordonnées de f sont toutes polynomiales sur
un espace de dimension finie, donc continues, et donc f
est continue.

¢ Dans le cas ou F est quelconque, on traite le cas ot p = 2,
ce qui ne change pas le principe de la démonstration.
On considere f : E1 X E2 — F une application bili-
néaire, avec E1 et Fo de dimension finie. On considére
Bi=(ef,...,eL,) et B = (ef,...,¢e2,) des bases de Ey
et o respectivement.

On munit F; de la norme :

ni 1
o]z, = Max|a}|

411 http://mpi.lamartin.fr

o (#1,...,z},) sont les coordonnées de 1 dans B;1. On

munit E2 de la norme |- || g, définie de la méme maniere.
Soit (z1,z2) € E1 X Ea, avec z1 de coordonnées
1 2 ,22,). On a

(z},...,3}) et z2 de coordonnées (z7,...

2024-2025
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alors :

ny no
(@i, a2)lle=||f | D wiel, Y aiel
i—1 =1

F
ni ng
= |22 D wial el )
1=17=1 F
par multilinéarité
nyp na
<22 Il lIf e el
i=1j=1
par inégalité triangulaire
ni ng
<D Ml le2lle, || el e,
i=1j=1
par déf. de || - ||z, et || - ||,
ny n2
1,2
D s ey | el oz,
i=1j=1
notée C'

=C|lz1ll gy llz2ll £,

Annexe : un peu de topologie sur M, (K)

ce qui justifie la continuité de f.

Rien de ce paragraphe n’est au programme, mais il est
bon d’avoir réfléchi aux questions de topologie dans
I'espace M, (K).

Quelle norme?

Comme M,,(K) est de dimension finie, toutes les
normes sont équivalentes. Ainsi la topologie de M,, (K)
(voisinages, ouverts, fermés, bornés, convergence etc.)
ne dépend pas du choix de la norme. On connait bien,
pour A= (aij)ij S Mn(K) :

| Allx = Z|aij|
All2 = \/tr(A" 4)

[[All oo = Max [a]
2,7

Z|aw|2

mais on préferera en général utiliser une « norme d’al-
gebre », c’est-a-dire une norme satisfaisant :

N(I,)=1et N(AB) < N(A)N(B) VA,B
Pour cela, il suffit de choisir une norme d’opérateur
subordonnée & une norme choisie sur M, (K). Fai-
sant ce choix, il n’est pas nécessaire d’expliciter cette
norme d’opérateur.

Exemple. Déterminer la norme d’opérateur subor-
donnée & || - ||1.

Solution.

T1 n
Pour X = € My1(K), on note || X||; = Z |24].

=1

Tn

2024-2025

Résultat.

Considérons A € My (K), et on cherche || A||, c’est-a-dire le plus
petit k tel que :

VX € Mn1(K),
Pour X € Mp1(K) :

[AX I < KlIX][12

[AX][ = Z\ [AX];]

=1

= Z Z“wxa

3

n

Z Z\%H%I

Sk (zm)

n n

n

<k E |z;| en posant k = Malx E |aj]

‘ j=1 ¢
j=1 i=1

<.
Il
=

M:

Il
—

= k[ X|l1
n
Notons alors jo un indice tel que k = Z laijo | Avec X =
i=1
(i.e. ©j = djj,), il y a égalité dans toutes les inégalités précé-
dentes, donc k est le plus petit possible et :

Ejo1
n
n
lAll = Max » las;|
1
oy

Quelques propriétés topologiques

det est continue sur M,, (K).

Preuve.

On dit simplement que, par la formule :
n
det(A) = Z e(o) H Qix(i)
i=1

oeG,
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le déterminant est polynomial en les coefficients de A,
donc continu en les coefficients de A, donc en A.
On note Ci : Myn(K) = My1(K) Papplication
qui associe & une matrice A sa k-iéme colonne Cji(A).
Alors :
Mn(K) = (Mni(K)"
A s (Ci(A),..,Cu(A)

est continue car linéaire sur My, (K) qui est de dimension
finie, et :

(Mn1(K)" = K

(Cl, ey Cn) — detcanonique(ch ey Cn)

est continue car multilinéaire sur (Mnl(K))n qui est de
dimension finie.

Le déterminant, qui est la composition de ces deux ap-
plications, est donc continu.

O

Résultat. GL, (K) est ouvert dans M,,(K).

Preuve. On a GLy(K) = det"1(K \ {0}) ouvert comme image
réciproque d’un ouvert par une application continue. a

Résultat. GL,(K) est dense dans M,,(K).

Preuve. Soit A € My (K). On considére la suite de terme gé-
néral My, = A— 11,. Alors M, —— A et :
P p——+o00

det(M,) = det(A — 2 1)
p

1
= (=)"xa(5)
p
# 0 a partir d’un certain rang

car x4 n’a qu’un nombre fini de racines. |
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Exercices et résultats classiques a connaitre

Autour de la continuité de det

45.1

(a) Montrer que det est continue sur M., (K).
(b) Montrer que GL, (K) est ouvert dans M,,(K).
(¢) Montrer que GL,(K) est dense dans M,,(K).

Hyperplan d’un espace normé

Soit E un espace normé. Montrer que tout hyperplan de F est dense ou fermé.

Une application linéaire continue et non continue

Soit E = C°(]0,1],R) muni des normes :

1
17l = / F@®)]dt et [flloe = Sup |£(1)]
0 t€(0,1]

On considere I’endomorphisme v de E défini par :

vt € [0,1], u(f)(t) = £(t) — f(0)
(a) Montrer que u est continu pour la norme || - || co-
(b) Montrer que u n’est pas continu pour la norme || - ||1.

(c) Les normes || - ||oo €t || - |1 sont-elle équivalentes ?

2024-2025 http://mpi.lamartin.fr m
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'Exercices du CCINP |

On note E lespace vectoriel des applications continues sur [0,1] & valeurs
dans R.

1
<me:WeEwmw=8wLmnawm=/Wﬂmw
te(0,1] 0

Gip 1.2

2. Dans cette question, on munit E de la norme || - ||

. E — R
(a) Soit u : {f > £(0)

Prouver que u est une application continue sur F.

(b) On pose F = {f € E, f(0) =0}.
Prouver que F est une partie fermée de E pour la norme || - ||oo-

GNp 36

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur le corps R.
On note || ||g ( respectivement || ||r) la norme sur F (respectivement sur F').

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F', alors les
propriétés suivantes sont deux & deux équivalentes :

P1. f est continue sur E.
P2. f est continue en Of.

P3. 3k > 0tel que : Vo € E, || f(z)||r < k2| -

2. Soit E espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R muni
de la norme définie par : || f|loc = Sup |f(z)| . On considere Iapplica-

:L’E,
/f

Démontrer que ¢ est linéaire et continue.

tion ¢ de E dans R définie par :

45.6 Grp 38

1. On se place sur E = C([0,1],R), muni de la norme || ||; définie par :
1

erﬂuﬂh=A|ﬂmw.
/ )

— E

E
[ uf) =

Soit w : avec V € [0,1],

On admet que u est un endomorphisme de F.

Prouver que u est continue et calculer |||ull].
Indication : considérer, pour tout entier n non nul, la fonction f, dé-
finie par f,(t) = ne "t

2. Soit n € N*. Soit (ay,as, ..., a,) € R™ un n-uplet non nul, fixé.
R™ — R

n
— E a;T;
i=1

Soit u :
($1,$2, ,l‘n)

a) Justifier que u est continue quel que soit le choix de la norme sur
Justifi t ti 1 it le choix de 1
R™.

(b) On munit R™ de || ||2 ou V& = (z1,22,...,2,) € R™, |z|l2 =

Calculer |||ul|-

(¢) On munit R™ de || ||oo o Vz ) € R™ |2]|eo =

max |zl
1<k<n

Calculer |[|ull].

(x173327

3. Déterminer un espace vectoriel F, une norme sur F et un endomor-
phisme de E non continu pour la norme choisie. Justifier.

Remarque : Les questions 1., 2. et 3. sont indépendantes.

On note £2 I'ensemble des suites © = (7,)nen de nombres réels telles que la

Grp 39.2

série E x2 converge.
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e

—+oo
On pose alors (z|y) = Z TnYn-
n=0
Dans la suite de 1’exercice, on admet que (|) est un produit scalaire dans 2.

On suppose que £2 est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne
associée, notée || ||.

2. Soit p € N. Pour tout = = (x,,) € £, on pose ¢(x) = x,.
Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de £ dans R.

GNP 54.23

Soit E l'ensemble des suites a valeurs réelles qui convergent vers 0.

2. On pose : Vu = (un)neN € E, ||u|| = Sup |uy].
neN

Un

(b) Prouver que : Vu = (un)neNn € E, Z o1 Converge.
+oo u

(c) On pose : Vu= (up)nen € E, f(u) = Z 2711
n=0

Prouver que f est continue sur F.

'Exercices |

Montrer que 'ensemble des matrices symétriques est un fermé de M., (K).

Montrer que ’ensemble des matrices de trace nulle est un fermé de M, (K).

Montrer la continuité de 'application inverse définie sur GL,,(K) :

M M1

Soit E un espace normé. Que vaut [|Idg|| ?

On munit Mo (R) de la norme || - ||. Calculer :
(5 )0
3 4

On considére E = CY([0,1],R) muni de la norme || - ||o, et F = C1([0,1],R)
muni de la norme N ot N(f) = ||flloo + ||/ || co-
Pour f € F, on définit :

o) xH/OZf(t)dt

Montrer que ¢ est une application linéaire continue de £ — F', et calculer
lill-

(a) Montrer que S, (K) est fermé dans M, (K).
On définit :
ST(R)={A€S,(R), VX € M,,1(R), XTAX >0}
(b) Montrer que S;'(R) est fermé dans M, (R).

Petits problemes d’entrainement

[a5.16] &

On note D,,(C) ensemble des matrices diagonalisables de M., (C).
(a) Déterminer I’adhérence de D,,(C).

(b) Déterminer lintérieur de D,,(C).

2025
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Montrer qu'une forme linéaire est continue si et seulement si son noyau est
fermé.

Est-ce que Iapplication f + f(0) est continue sur C°([0, 1],K)
o lorsque 'on munit cet espace de || - ||oo ?

o lorsque ’on munit cet espace de || - ||1 ?

Soit E = C°(]0,1],R), muni des normes :

1
nfnlzzjg F@®)]dt et [ flloe = Sup |£(2)]

te[0,1]
(a) On note :
1
A={feB [ 10a>0)
0
Montrer que A est fermé pour || - ||;.
L’est-il pour || - ||oc ?
(b) On note :
B={f€cE f(0)>0}
Montrer que B est ouvert pour ||« ||oo-
L’est-il pour || - |1 ?

Soit A € M, (K). On suppose que la suite (A™),en converge vers une matrice
notée P.
Montrer que P et A commutent et que P est une matrice de projection.

On note ¢*° l’espace vectoriel normé formé des suites réelles bornées x =
(zn)nen muni de la norme définie par :

[#([oc = Sup |2y
neN

On consideére 'opérateur :

A 4>
(xn)nEN =

— 4>
(yn)nEN ol Yn = Tp41 — T

Montrer que A est linéaire et continue.

Calculer || tr || lorsque M,,(R) est muni de la norme || - ||; (resp. || - ||2, resp.
Il Iloo)-

45.23

On considere E = C°([0,1],R) muni de la norme | - || oo-

Pour f € F, on définit :

wﬂzlaww—ﬁvmw

(a) Montrer que ¢ est une forme linéaire continue sur E.

(b) Caleuler [|¢].

Montrer que l'application M +— Com(M) est continue sur M, (K) lorsque
K=RouC.

(a) Soit A € M, (K) et (Ag)x une suite de matrices qui convergent vers A.
On suppose que :
vk €N, rg(Ay) = p

Montrer que rg(A) < p.

(b) Montrer que I’ensemble des matrices de rang inférieur a p est fermé.
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(a) Montrer que application :

u : M, (K)
A
est continue.
(b) L’application :
u : My (K)
A

U

UK

est-elle continue ?
45.27
Soit A € M,,(K), ot n > 2. Calculer :

det (Com(A))
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