sMP(* 520

Sévies numeriques

Je we souviens 2
Cours 3
1 Technique de comparaison série-intégrale . . . . . . . . .. .. .. Lo oo 3

2 Méthode d’éclatement . . . . . . . . . L L e e 4

3 Produit de Cauchy de deux séries . . . . . . . . . . . . . e 4

4 Regle de d’Alembert . . . . . . oL e 4
Exevcices 5
Exercices et résultats classiques & connaitre . . . . . . . . . . . . .. e 5
Constante d’Euler, développement asymptotique de la série harmonique . . . . . . ... ... .. 5

Une transformation d’Abel . . . . . . . . . 5

Utiliser une comparaison série-intégrale . . . . . . . . .. .. L Lo 5

Les séries de Bertrand . . . . . . . .. L e 5
Exercices du CCINP . . . . . . . . e e e 7
Exercices . . . . . e 8
Petits problémes d’entrainement . . . . . . . .. L L L e e e 10

2026-2027 http://mpi.lamartin.fr 2


http://mpi.lamartin.fr

M
I 520. Séries numériques

'Je me souviens

1. Qu’est-ce qu'une série numérique 7

2. Quelles sont les notations associées ?

Que signifie « série grossierement divergente » 7
« Etudier une série », ¢a veut dire quoi?

Le cas de la série géométrique ?

Le cas des séries de Riemann ?

C’est quoi, le «lien suite-série » 7

Comment étudier une série a termes réels positifs ?

© »® N o oos W

Comment étudier une série numériques, a termes réels ou complexes ?
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1 520. Sévies numériques

Technique de comparaison série-intégrale

Technique de comparaison. Soit f une fonction continue par morceaux, positive et décroissante.

o Encadrements élémentaires : par décroissance de f, on a :

f(n) f(n)
f(n+1)
0 0 n—-1 n n —|— 1 z
n+1 n+1 n
fo+n< [ ar< s [ rwa<sm< [ roa

e En sommant ces inégalités, on obtient :

N N N-1 N+1 N N
> s [ smar< Y fm e [ swas Y sm< [ s

n=nop+1

—+o0
e Sila série Z f(n) converge, alors l'intégrale / f(t)dt converge.

—+o0
 Si l'intégrale / f(t) dt converge, alors la série Z f(n) converge.

e En cas de convergence, on a un encadrement des restes de E fln):

“+oo

+o0 too
[ rwa< X qw< [ rwa

o+1 n=ngp+1 no

qui permet souvent d’obtenir un équivalent.

e En cas de divergence, 'encadrement déja vu des sommes partielles de Z f(n) permet souvent d’obtenir
un équivalent.

o Ces inégalités s’adaptent au cas ou f est croissante.

e On présentera toujours un schéma pour illustrer les inégalités annoncées.

"1
Exemple. Déterminer un équivalent simple de —

n
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M
I 520. Séries numériques

'Méthode d’éclatement

Théoréme des séries alternées.

Si (un)n est positive, décroissante et de limite nulle,
alors la série alternée » (—1)"u,, converge.

Résultat complémentaire.

Si la série alternée Y (—1)™u,, vérifie les hypothéses du théoréme spécial des séries alternées, alors pour
tout n, le reste R, a le signe de (—1)"u, 11 et |Ry| < [unt1l-
D’autre part, la somme S est encadrée par deux sommes partielles successives.

Remarque. Le théoréme s’applique aussi & > (—1)""tu,, ou alors si les hypothéses ne sont vérifies qu’a partir d’un
certain rang.

Remarque. Attention! On ne peut pas montrer la convergence d’une série équivalente a une série a laquelle on applique
le théoréme des séries alternées, car son terme général n’est pas de signe constant. Ces exemples relévent plutét de
la méthode d’éclatement, présentée sur les exemples suivants :

,]_)n

Exemple. Peut-on appliquer le théoreme des séries alternées a la série de terme général W ?
£xempie Nt (—

_1)n
Et a celle de terme général In | 1 + u ?
Vn

Produit de Cauchy de deux séries

Définition. Soit > u, et >_ v, deux séries numériques. On appelle produit de Cauchy de ces deux séries la
série Y w, ou :
n
Wnp = Z UkUn—k
k=0

Remarque. Dans cette définition, toutes les séries sont indexées a partir de 0. En pratique, on nomme les séries
concernées, et on les complétent éventuellement avec des termes nulles pour coincider avec la définition.

Remarque. On peut aussi noter wy, = Z UpVq.
ptg=n
Théoréme.

On conserve les notations de la définition.
Si > u, et > v, convergent absolument, alors > w,, converge absolument et on a :

+00 +o00 +o00
g Wy = g Up | X g Un,
n=0 n=0 n=0

n

. 1
Exemple. Etudier la série de terme général w,, = E T2on k"
k=1
+oo
7 . z z z+z' z 2!

Exemple. Pour z € C, on définit e* = E — Montrer que : e =e° xe.
—_— n!

n=0

Regle de d’Alembert

Remarque. Cette régle est mentionnée dans le programme, mais c’est un résultat peu utile pour I'étude des séries
numériques, et il ne doit pas cacher le principe du résultat : on compare le terme général de la série a étudier a une
série de référence — ici, une série géométrique.
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I 520. Séries numériques

Régle de d’Alembert. Soit ) w, une série numérique dont le terme général ne s’annule pas. On suppose que

Un1
Un

——{€eR.
n—-+o00

1. Si ¢ < 1, alors la série > u, converge absolument.
2. Si £ > 1, alors la série Y u,, diverge grossiérement.
3. Si ¢ =1, on ne peut pas conclure.
Exemple. Peut-on appliquer la régle de d’Alembert aux séries suivantes ?

1 1 1 2
D i > 5 D 2 > 5

neN* neN* neN* neN*

Exercices et résultats classiques a connaitre

Constante d’Euler, développement asymptotique de la série harmonique

On consideére la suite (uy,), définie par

—Inn

&=

n
Vn € N*, u, = Z
k=1

En utilisant le lien suite-série, montrer que (uy), converge.
On note traditionnellement v sa limite, appelée constante d’FEuler, et on a donc établi :

1
ZEZIHH+’Y+O(1)
k=1

Une transformation d’Abel

n
Pour n € N*, on pose o, = E sin k.
k=0

(a) Montrer que (o,)n>1 est bornée.

sin k

(b) En déduire que la série Z k

E>1

converge.

Utiliser une comparaison série-intégrale

Déterminer la nature de la série de terme général :

Les séries de Bertrand

Etudier la série numérique > u,, lorsque :
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520. Séries numériques

1 1 1
(a) un n2lnn (d) un nlnn (g) un neln®n
Inn 1
(b) un = n? (©) wn nin®n
1 1
(C) Un
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'Exercices du CCINP

1. On considere la série de terme général u,, =

Grp 5

s oun >2eta€eR.

b
n (lnn)

(a) Cas o <0

En utilisant une minoration tres simple de u,,, démontrer que la
série diverge.
(b) Cas a >0

Etudier la nature de la série.

Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(x) =
1

z(Inz)e’

2. Déterminer la nature de la série g
n>=2

G 6

Soit (uy),cn une suite de réels strictement positifs et £ un réel positif stric-
tement inférieur a 1.

4 . . Un+1 4.
1. Démontrer que si lim = {, alors la série E U, converge.

n—-+o0o Up,

Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim

puis majorer, pour n assez grand, u, par le terme général d’une suite
géométrique.

n!
. Jbri § ?
2. Quelle est la nature de la série i
n>1

Grp 7.23

Soient (un),cn €t (Vn),cn deux suites réelles telles que (v,,)nen est non nulle
a partir d’un certain rang.

2. Dans cette question, on suppose que (vy,) est positive. Prouver que :
U, +r:o v, = Zun et Zvn sont de méme nature.

1
((=1)™ +1)sin <) Inn
3. Etudier la convergence de la série Z n

"2 (\/n+371)

Remarque : i désigne le nombre complexe de carré égal a —1.

1. Soit (uy),cyn une suite décroissante positive de limite nulle.

Grp 8.1

(a) Démontrer que la série Z (—=1)" u est convergente.

Indication : on pourra considérer (Sa,),cn €t (S2nt1),en aVeC
n

S = (=1)" uy.
k=0

(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série

Z(—l)k Uk

GNp 39.1

On note #2 I'ensemble des suites © = (1,)n,en de nombres réels telles que la

série g x2 converge.

1. (a) Démontrer que, pour & = (Tp)nen € €2 et ¥ = (Yn)nen € €2, la

série E TnlYn converge.

400
On pose alors (z|y) = Z TnYn-
n=0

(b) Démontrer que £? est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel
des suites de nombres réels.

GNp 46

520.10
On consideére la série :Z cos (71'\/ n2+n+ 1).

n>1

Ny
N
N

«dH
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1. Prouver que, au voisinage de 400 :

1
wm:nwﬁ-w—kaﬂ—kO(Q)
n n

ou « est un réel que I'on déterminera.

2

2. En déduire que Z cos (7r\/ nZ2+n+ 1) converge.

n>1

3. Z cos (7‘(\/ n2+n+ 1) converge-t-elle absolument ?

n>1

'Exercices

Etudier la nature de la série de terme général :

() 120 () n (M)

nd

(b) eV (e)

(C) n* In(5n)

Etudier la nature de la série de terme général :

(a) vVn2—1—-n (d)

(b) (n;l)"\/ﬁ

(©) ——

n? + sin(n%)

Etudier la nature de la série de terme général :

3 —Sinﬁ
n+e "
(n+1)3

o (1)

e ?yn
n3+1

3

(e) ef(%‘i»ﬁ) Inn

(f) (=1)"ne™™

@ (2+1)

Etudier la nature de la série de terme général :

sinn
n?+1

(a)

(b) 3n+1

n3+cosn

1
U N
(c) Tnn)r oupeE

Etudier la nature de la série de terme général :

e

(a) p—

(b) (=1)"exp(v/6n+5—n)

© In(n) + (=1)"In(Inn)
\/ﬁ

(@) (~1rel/»
ORVE

(f) In(n) In (1 + #)

Etudier la nature de la série de terme général :

(a) sin (nm + %)

(b) (~1)"/msin k

(=0
© e

(d) (=1)" In(n)+1

nln(n)
n+1
(©) Zm=hm

(n+1)7w
(f) / e VT gin g da

Yy

Ny
N
N

«dH
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(¥

+oo 1 2

™

Sachant que ———— = — calculer :
nZ:o 2n+1)2 8

—0—001

D2

n=1

Montrer 'existence et calculer :

+oo 1
In (1 — —)

(a) Vérifier, pour n € N* :

e gl
el k=n+1 K
(b) En déduire la valeur de :
3 e
n=1 "

Déterminer «, 8 € R pour que la série de terme général :
un, =In(n+ 1) + aln(n 4+ 2) + Bln(n + 3)

converge et calculer sa somme.

Déterminer la nature, et en cas de convergence, calculer la somme de :

1
(b) Z:l n(n+1)

Montrer la convergence et calculer la somme de :

(a) Z e ?"chn

n=0

1
(®) Z n(n+1)(n+2)

n>1
2n—1
(c) Z n3 —4n
n=3
1"
(d) > I (1 - H)
n
n=2

(€) Y In <1 - 7;2)

n>2

() > (n+1)37"

n=0
(i—1)sin =+
() > .
= vn—1

Etudier la nature et calculer la somme de la série :

> In (1+(_171n+1>

Déterminer un équivelent simple au voisinage de n — 4oco de :

@) Yo VE
k=1

o0 1
b > 3
k=n-+1

N
I

«dH
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Petits problemes d’entrainement

52035 4

On définit, sous réserve d’existence :

In(n) _vm =
n = et = n
o) = g ¢ e S = X o
1
(a) Montrer que la série Z(—l)"ﬂ converge.
n>=2 n
(b) Montrer que :
In(n) (_Dnln(n) _In(n)
14+ (—=1)"n n  n—otoe 2
1 1
(c¢) En déduire la nature de la série Z ) (—1)"M
= 1+ (=1)mn n

(d) Déterminer le domaine de définition de S.

#

(a) Pour n € N, montrer que I’équation :
In(z) = Arctan(x) + nm

admet une unique solution dans ]0, +o0o[, notée x,,. Quelle est la limite
de (2p)n?

1
(b) Montrer que la série de terme générale — est convergente.
Ty,

Déterminer la nature de la série de terme général :

— si n est un carré

— sinon
n

520.28

On consideére la suite (uy), définie par la donnée de ug € R et la relation :
Vn €N, upt1 = sin(uy,)

(a) Montrer que u,, — 0.
n—-+oo

(b) En utilisant la série Z(un — Upy1), montrer que la série Zui est
convergente.

sin uy,

(¢) Montrer que les séries Z In < ) et Z u? sont divergentes.

Up
520.29
On considere la suite définie par la donnée de ug € R et la relation :
Vn €N, upyp; =e*r —1
(a) Etudier, en discutant selon la valeur de ug, la suite (un)n-

(b) Etudier la nature de la série Z(—l)”un.

Soit (un)nen la suite définie par :
ug €10,1[ et Vn € N, upi1 = ty — u2
a) Etudier la convergence de la suite (uy, ).

(a)

(b) Etudier la convergence et donner la somme de la série 3" u2.
()

(d) Quelle est la nature de la série > u, ?

Soit (tn)n et (vn)n deux suite de réels strictements positifs.

Etudier la convergence de la série 3 In(1 — u,,).

)
N
~

«dH
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(a) On suppose qu’a partir d’un certain rang :

UnJr 1 Un+ 1
<
Un Un

Montrer que u, = O (vy).
n——+oo

(b) On suppose qu’il existe « > 1 tel que :

n 1
M:]_fg+ o (f)

n—+o0o \ N

A T'aide d’une comparaison & une série de Riemann, montrer la conver-
gence de la série > uy,.

(c) On suppose maintenant qu'’il existe o < 1 tel que :

n 1
u+1:1_3+ o (7)

Un n n—+oo \ N

Montrer la divergence de la série > uy,.
(d) Soit a € R. Etudier la convergence absolue de la série de terme général :

ala—1)...(a—n+1)
n!

n =

Soit p, le n-eme nombre entier dont ’écriture décimale ne comporte pas le

chiffre 9. Etudier la nature de la série de terme général —.

DPn

1
Soit p, le n-eme nombre premier. Montrer que la série Z — diverge.
Pn

Etudier la nature de la série :

(—1)Lvnl

2o

Déterminer un équivalent simple du reste de la série harmonique alternée :

—1)"
E:(n)

Former un développement asymptotique a deux termes de :

+001
2

k=n+1

Pour z > 0, on pose :
_Inz

fl@) = —

xT

(a) Etudier la convergence de la série Z(—l)”f(n)
n>1

(b) Montrer la convergence de la série de terme général :
%zfmyi/ F(t)dt, n > 2
n—1

On admet qu’il existe une constante réelle ~ telle que :

n—-+oo

2:%:hm0+7+ o (1)
k=1

(¢) En étudiant la quantité :

n 2n
2) f(2k) =) f(k)
k=1 k=1

+oo
exprimer en fonction de v la valeur de la somme Z(—l)" f(n).

n=1

)
N
~

«dH
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Montrer 'existence et calculer :

=3 n+1| —|v/n
X_:ILV+J Lvn)

n

Justifier ’existence et calculer la somme :

f(q)nm (1 + i)

n=1

Soit u une suite de réels positifs telle que Y u,, converge. Déterminer la nature

de > \/uanty,.

(a) Soit (un ), une suite réelle décroissante de limite nulle.
Montrer que les séries Y u, et Y 2™us» sont de méme nature.

(b) Utiliser le résultat précédent pour redémontrer le critére de convergence
des séries de Riemann.

-
3
On considere la suite de terme général I, = / cos" x dx.
0

(a) Déterminer les variations de (I,,)-
(b) Montrer que I, ~—+—+ 0. On pourra pour cela découper l'intervalle
n—-+oo
[O, g] en [0, ] et [a, g}

(c) Montrer que la série Y (—1)"I,, converge, et calculer sa somme.
520.43

n

Ink
(a) Trouver un équivalent de u,, = -
k=1

(b) Montrer qu'il existe C' € R tel que :

Up = 1(lnn)2 +C +o0o(1)

2
) On admet que 1
(¢) On admet qu Z 7= Inn + v + o(1). Montrer que :
k=1
2 Ink <=2 <& Ink
e S P
E k k
k=1 k=1 k=n-+1
+oo k
—1)*1
En déduire la valeur de Z ()Tnk
k=1

On dit que la série de terme général u,, enveloppe le réel A si, pour tout
entier naturel n, on a :

up #0et |A— (ug+ur+ -+ up)| < |tunt]

On dit qu’elle enveloppe strictement le réel A s'il existe une suite (6,,),>1
d’éléments de ]0, 1] telle que pour tout entier naturel n :

A—(ug+ur+ -+ up) = Oppitng

(a) Donner un exemple de série divergente qui enveloppe A > 0.
Donner un exemple de série convergente qui enveloppe un réel.
Donner un exemple de série convergente qui n’enveloppe aucun réel.

(b) Démontrer que, si la série de terme général u,, enveloppe strictement
A, alors elle est alternée.
Démontrer que A est alors compris entre deux sommes partielles consé-
cutives.

(c) Démontrer que, si la série de terme général u,, est alternée et que, pour
tout entier n € N*, A — (ug +u1 + -+ -+ uyp) est du signe de w41, alors,
elle enveloppe strictement A.

(d) Démontrer que, si la série de terme général u, enveloppe A et si la
suite de terme général |u,| est strictement décroissante, alors, la série
est alternée et encadre strictement A.

Ny
N
N
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