sMPI 531

Intégration des suites de fonctions numérigues -
convergence dominée

Cours 2
7 Intégration . . . ... e e 2
7.1 Intégration sur un segment /primitivation et convergence uniforme . . . .. ... ... .. 2

7.2 Intégration sur un intervalle quelconque — Convergence dominée . . . . .. ... ... .. 2

8 ANnexes . ... 3
8.1 Annexe : démonstration du théoréme de convergence dominée dans un cas particulier . . 3
Exercices 4
Exercices et résultats classiques & connaitre . . . . . . . . . . Lo 4
Convergence dominée avec domination par cas . . . . . . . . . ... L Lo 4

Se ramener au théoréme de convergence dominée . . . . . . .. ..o oL 4
Exercices du CCINP . . . . . . o e 5
Exercices . . . . . o e e e 5
Petits problemes d’entrainement . . . . . ... L Lo Lo Lo e 6

2025-2026 http://mpi.lamartin.fr 1/17


http://mpi.lamartin.fr

[}
N
Q M Pl 531. Intégration des suites de fonctions numériques - convergence dominée

7 |Intégration

7.1 Intégration sur un segment/primitivation et convergence uniforme

Théoréeme d’interversion limite-intégrale par cv uniforme sur un segment.

Soit (fy)n une suite de fonctions définies sur un segment [a, b].

Si:
e (fn)n converge uniformément vers f sur [a, b,
e [a,b] est un segment,
e les f,, sont continues.

alors :

b
o la suite ( / fn(t) dt) converge,

n

: /abfn(t)dt - /abf(t)dt

n—-+o0o

7.2 Intégration sur un intervalle quelconque — Convergence dominée

Théoreme de convergence dominée.

Soit (f)n une suite de fonctions définies sur un intervalle 1.
Si:

e (fn)n converge simplement vers f sur [ ;
e (fn)n satisfait 'hypothése de domination : il existe ¢ telle que :

Yn eN, Vo € I, |fn(z)] < p(z)

ou ¢ indépendante de n et intégrable sur [ ;
o les fonctions f, et f sont continues par morceaux sur I.
alors :

o les fonctions f, et f sont intégrables sur I,

o la suite < / fn(t) dt) converge,
I

. /Ifn(t) dt—>/1f(t)dt.

n—-+o0o

Remarque.

2/1

La 3° hypothése, de régularité, n’a pas 'importance de I’hypothése de domination, qu’il faut nommer et sur laquelle
il faut insister lors de I'utilisation de ce théoréme.

La fonction dominante ¢ est bien-sir positive (elle majore |fy|) et continue par morceaux (elle est intégrable).
C’est sur son intégrabilité qu’il faut insister.

Lorsque I est un segment, on peut prendre une fonction dominante constante.
1l est fréquent que, a t fixé, (fn(t))n soit positive et monotone.
— Lorsqu’elle décroit, fi1 peut étre choisie comme fonction dominante ;

— Lorsqu’elle croit, la limite f peut étre choisie comme fonction dominante.
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4
Exemple. Déterminer la limite de la suite de terme général I,, = / tan” z dz.

0
Exemple. Montrer que :
+oo 72 -n +oo 5
/ <1 + ) de — e”? dua
o n n—-+o0o o

+o00 5
Remarque. On peut connaitre la valeur / e ¥ dr =7

— 00

Exemple. Mettre en évidence I'importance de '’hypothese de domination en considérant la suite de fonctions
définie par :

n2x si0 <z < %
fu@) = qn(2—nz) sig<z<?
0 sinon

8 |Annexes

8.1

Annexe : démonstration du théoréeme de convergence dominée dans un cas particulier

Théoreme de convergence dominée. de (fn)n vers f, on en déduit que |f(x)| < @(z). Ainsi,
f est intégrable sur I par majoration.

Soit (fy)n une suite de fonctions définies sur un

; e On revient a la définition de la limite avec €.
intervalle 1.

Fixons donc € > 0.

Sic: Par définition de I'intégrale, il existe un segment J inclus
dans I tel que :
(fn)n converge simplement vers f sur I; c
|/ dt—/ t)dt\gZ
(fn)n satisfait ’hypothése de domina-
tion : il existe ¢ telle que : Alors, pour tout 7 :
t)ydt — [ fa(t)dt
vn N, Vo € I, |falz)| < o(a) o= | mow
N o512 Y < n(t) — f(t)|dt
ou ¢ indépendante de n et intégrable /I|f ) = £
sur 1 = [ty = solat+ [ 1w - sl
e les fonctions f, et f sont continues par
E——— [ty = pwlae+ [ 101 1) ar
alors - < [1h@-s@la+2 [ jewla
J I~J
o les fonctions f,, et f sont intégrables < / [fn(t) — F@)]dt + £
sur I, g 2
< [ Upa= i+
o la suite / t)dt | converge
( fild) ) 5o <l = Fl%d+ 5
ot d = Max(J) — Min(J).
fn t)dt m f Comme (fn)n converge uniformément vers f sur J, il

existe N € N tel que, pour tout n > N, || fn — fllL < 5
Il reste, pour n > N :

Preuve. On ajoute ’hypothése que la suite de fonctions (frn)n | / f(t)dt — / fu(t) dt} <e
converge uniformément sur tout segment inclus dans I. I " =
o A n fixé, pour tout z, | fn(x)| < p(z) ol ¢ est intégrable

On a montré, en revenant a la définition de la limite, que
sur I. Ainsi, les fy, sont intégrables sur I par majoration.

’ /fn(t) it — / £ dt.
o A z fixé, pour tout n, |fn(z)| < ¢(x). Par passage a la I n—+too Jr
limite dans les inégalités larges, par convergence simple a

2025-2026 http://mpi.lamartin.fr 3/17


http://mpi.lamartin.fr

[}
N
8M Pl 531. Intégration des suites de fonctions numériques - convergence dominée

Exercices et résultats classiques a connaitre

Convergence dominée avec domination par cas

Déterminer la limite de :

T sinnt
—dt
0 nt + t2

Se ramener au théoréme de convergence dominée

Déterminer la limite, pour n — 400, de :

Déterminer un équivalent de :
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'Exercices du CCINP |

'Exercices |

Grp 25

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonction ¢ +—
1

- est intégrable sur [0, +oof.

142+ tne~
+oo dt ,
2. Pour tout n € N, on pose u,, = 5 . Calculer lim w,.
0 1+t2+tret n——+o0
531.34 G 26
+oo 1
Pour tout entier n > 1, on pose I, = / At
o (1+1?)
1. Justifier que I,, est bien définie.
2. (a) Etudier la monotonie de la suite (L) pene-
(b) Déterminer la limite de la suite (1,,), cn«-
3. La série Z(—l)”[n est-elle convergente ?
n>1
531.35 Grp 27

—x

e

Pour tout n € N*, on pose f,, (z) = T2

et u, = /1 fn (x)da.
0

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) sur [0, 1].

2. Soit a €]0,1[. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément
sur [a,1]7

3. La suite de fonctions (fy,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

4. Trouver la limite de la suite (un),,cn--

Déterminer la limite, pour n — 400, de :

/+OO d.’I}
0 ™ + e®

Pour n € N*, on note :

+oo 1
Uy = ——dx
=] ww

(a) Montrer l'existence de u,, pour tout n € N*.

(b) Montrer la convergence de (), et déterminer sa limite.

Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Etudier la limite, pour n — +o0,
de :

1
F(e") dt
0

Prouver lexistence et déterminer les limites suivantes :

oo —Z +o0 esin(m/n)

. e n .
(a) nllg—{-loo 0 1+LE2 (C) ngl}rloo 0 de
) +o00 dt . w/4 .
(b) ngrfoo . Ot (d) ngrfoo ; tan”™ (z)dx
531.40
On pose :

L [T dt
un:(*l)/o Aty

Etudier la nature de la série de terme général u,,.

n
(=
N
(-]

IdW
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—+oo
Calculer la limite de la suite (uy), ou u, = / dzx.
0 " +e”
531.42
1
d
Déterminer lim —:1:.
n—+too Jo 14+ 4 ...+ 2"
Petits problemes d’entrainement
531.43|
+oo efazn
Pour n € N*, on note I,, = ——dx.
0 VT
(a) Montrer que, pour tout n, I,, existe.
(b) Déterminer lim I,,.
n——+o0o
531.44| £
Pour n € N*, on pose :
x n
1- f) si z € [0, 7]

0 sizx>n

(a) Montrer que (f,), converge uniformément sur [0,+oo| vers la fonc-
tion f : x— e ",

(b) A Taide de la suite (f,),, calculer I'intégrale de Gauss :

+oo 5
/ e ¥ dx
0

On pose :

teodt
Un = (_1)n/ 1 1 +3\n
0 (1+1¢3)

Etudier la nature de la série de terme général u,,.

Pour n € N* et © > 0, on pose :

sin(na)

fn(x) =

nw + x2
(a) Montrer que pour tout n € N*; f,, est prolongeable par continuité en 0.
Dans la suite, on consideére les f,, ainsi prolongées en 0.

(b) Montrer que, pour tout n € N*, f,, est intégrable sur [0, +oo].

+

o0
(¢) Onnote u, = fn(x) dz. Montrer que (u,, ), converge et déterminer

sa limite.

Déterminer la limite de :

+oo
/ e tsin™tdt
0

On pose f,(x)

—x

1
= ——— et pour tout n € N, u, = / fn(z)da.
1+ n2z? R P

(a) Etudier la convergence simple sur [0, 1] de la suite de fonctions (f,,),
puis la convergence uniforme sur [0, 1].

(b) Trouver la limite de la suite (uy,).

Pour n € N et x € R, on note :

2.2
n2x2efn T

fnl@) = 14 22

(a) Montrer que f, est intégrable sur ]—oc, 0], pour tout n.

n
(=
N
(-]

IdW
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0
On pose I, = / () dz

(b) Montrer que I, —— 0.
n——+o0o
o
(c) Montrer qu’il existe un réel a > 0 tel que I, ~ —.
n—+oco N

Soit a,b deux réels tels que 0 < a <1 < b, et f de classe C* sur [a, b].

v fx)
(a) Montrer que la suite de terme général /
o L+a"
/ fla
(b) Montrer que :
b
fz)z" 1
/a T+ dz et nf(l)ln(Q)

dx converge vers

n
(=
N
(-]

IdW
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