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Intégration des relations de comparaison

Intégrale généralisée en +oo

Cas d’intégrabilité, résultat sur les restes

Théoréme.

Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur [a, +o0o[, g une fonction réelle positive
continue par morceaux sur [a, +ool.

e Si f(x) = O (g(x)) et g intégrable en +oo, alors f est intégrable en +oo et on peut comparer

9.
L+mfﬁﬁﬁ:xlzw<lfmgUﬁh>

les restes :
e Si f(z)= o (g(x)) et g intégrable en +oo, alors f est intégrable en +oo et on peut comparer

T—t00
/;_OO f)de = 2B (/w-i-oo g(t) dt)

les restes :
e Si f est aussi & valeurs réelles positives, que f(z) ~ g(x) et g intégrable en +oo, alors f est
r—r+00

intégrable en +o00 et on peut comparer les restes :

Lﬁmfuyu ~ L+mg@yu

—+00

Remarque. Il s’agit ici de comparaison de quantité qui sont petites, qui tendent vers 0.

1.1.2 Cas de non intégrabilité, résultat sur les intégrales partielles

Théoréme.

Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur [a, +o00[, g une fonction réelle positive
continue par morceaux sur [a, +o0l.

o Sif(x) = I_>O+ . (g9(x)) et g non intégrable en +o0o, alors on peut comparer les intégrales partielles :

Lmﬂﬂdt:wjlm<lxﬁﬂdo

e Sif(z)= o (g(z)) et g non intégrable en +oo, alors on peut comparer les intégrales partielles :

-
LwﬂﬂdtszLm<L$MUda

e Si f est aussi a valeurs réelles positives, que f(x) ~ g(x) et g non intégrable en +oo, alors
r—r+00

f n’est pas intégrable en 400 et on peut comparer les intégrales partielles :

lefuﬁhx41anéxg@)dt

Remarque. Il s’agit ici de comparaison de quantité qui sont grandes, qui tendent vers +oo.
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“+oo

Remarque. Dans les deux premiers points, on n’a pas d’information sur la convergence ou la divergence de / F (@) de,
a

[

mais le résultat n’a pas d’intérét lorsque [~ f(t) dt converge.

Intégrale généralisée sur un intervalle quelconque

Le résultat précédent s’adapte pour une intégrale généralisée & gauche en b € |—o0,4+00] = RU {+0o0}, ou
généralisée en & droite en a € [—00, +oo[ = RU {—o0}.

Cas d’intégrabilité, résultat sur les restes

Théoréme.

Soit a € R et b € RU {+00}. Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur [a,b[, g
une fonction réelle positive continue par morceaux sur [a, b|.

o Sif(z) = Ob (g9(x)) et g intégrable en b, alors f est intégrable en b et on peut comparer les restes :

/: fdt= 0 (/:g(t) dt)

e Sif(z)= °, (g(z)) et g intégrable en b, alors f est intégrable en b et on peut comparer les restes :

/: fydt= o </:g(t) dt)

o Si f est aussi a valeurs réelles positives, que f(x) ~, g(z) et g intégrable en b, alors f est intégrable
z—

/f t) dt :b/ g(t)dt

en b et on peut comparer les restes :

Théoréme.

Soit a € RU {—00} et b € R. Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur |a, b, g
une fonction réelle positive continue par morceaux sur ]a, b].

o Sif(z)= O (g(z)) et g intégrable en a, alors f est intégrable en a et on peut comparer les restes :

/a " fydt = o ( / ") dt)

e Sif(zx)= o (g(z)) et gintégrable en a, alors f est intégrable en a et on peut comparer les restes :

/a " ftyat = o ( / ") dt>

o Si f est aussi & valeurs réelles positives, que f(z) ~ g(z) et g intégrable en a, alors f est intégrable
r—a

en a et on peut comparer les restes :

f t)dt ~ / g(t)dt

T—a
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1.2.2 Cas de non intégrabilité, résultat sur les intégrales partielles

Théol

réme.

Soit a € R et b € RU {+00}. Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur [a, b, g
une fonction réelle positive continue par morceaux sur [a, b|.

o Sif(z) = ng (g(z)) et g non intégrable en b, alors on peut comparer les intégrales partielles :

/awf(t) dt= 0 (/;g(t) dt)

o Sif(x) = °, (g(x)) et g non intégrable en b, alors on peut comparer les intégrales partielles :

/: fydt= o (/ o) dt)

o Si f est aussi & valeurs réelles positives, que f(z) () et g non intégrable en b, alors f n’est

~ g
z—b
pas intégrable en b et on peut comparer les intégrales partielles :

/j fOdt ~ /;g(t) dt

Théo

4/ 6

réme.

Soit a € RU {—00} et b € R. Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur |a, b, g
une fonction réelle positive continue par morceaux sur |a, b].

e Si f(x)= O (g(x)) et g non intégrable en a, alors on peut comparer les intégrales partielles :

' t)ydt= O ' t)dt
IRC M(/xgo )

e Si f(z)= o (g(x)) et g non intégrable en a, alors on peut comparer les intégrales partielles :
r—a

bf(t)dt: ) bg(t)dt
[ s0= o, ([ o]

o Si f est aussi a valeurs réelles positives, que f(z) ~ g(z) et g non intégrable en a, alors f n’est
r—a

pas intégrable en b et on peut comparer les intégrales partielles :

bf(t)dt ~ bg(t)dt
[ swa [
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Exercices et résultats classiques a connaitre

Comportement d’Arcsin en 1

Utiliser I'intégration des relations de comparaison pour déterminer un équivalent, pour x 5 1, de :

g — Arcsin(z)

Deux exemples d’intégration des relations de comparaison

Déterminer un équivalent simple de :

1
dt >
(a) /x 1 lorsque = = 0.

oo dt
(b) /w PR lorsque x — +00.
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'Exercices

Déterminer un équivalent simple, au voisinage de x — 400, de :

* Arctant
/ rctan a
0 t

Déterminer un équivalent, au voisinage de x — 400, de :

+oo —t
e
JA
z t

Déterminer un équivalent, au voisinage de x — 400, de :

+oo
/ In(t)e~tdt

Petits problemes d’entrainement

Déterminer un équivalent simple, au voisinage de x — 0, de :

“+oo
cost
[t
- t

651.7

¥ cos?(t
On consideére, pour = > 0 : f(x) = / (t)
1

t

dt.

(a) Déterminer un équivalent de f(x) pour z — 0.

(b) Déterminer un équivalent de f(x) pour z — +o0.

Déterminer un équivalent simple au voisinage de x — 400 de :

Todt
Int

€

Déterminer un équivalent simple au voisinage de x — 4occ0 de :

+oo 2
e " dt
x

Déterminer un développement asymptotique a trois termes, au voisinage de

r — 400, de :
.'L'et
/—dt
1t

n
(=
N
(-]

IdW
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