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Intégrales généralisées sur [a, +0o|

Dans cette section, a désigne un réel fixé.

Fonctions continues par morceaux sur un intervalle

Définition. Soit I un intervalle, et f : I — K. On dit que f est continue par morceaux sur [ si et seulement
si elle est continue par morceaux sur tout segment de I.

Exemple. Les fonctions suivantes sont-elles continues par morceaux sur 'intervalle ]0, 1] ?

1

x

. 1 . .
oo f3 : z+—sin

fo: x— xsind f4:x'_>TiJ

T
Proposition. Les fonctions continues sont continues par morceaux.
Proposition. Les fonctions continues par morceaux sont localement bornées, i.e. :

Vg € 1, 37} > 0 t.q. f|]930—7],910+17[ bornée

ou encore :
Vzog €I, In>0,IM >0 t.q. Vo € |[zg —n,z0 + 7, |f(2)]| < M

Intégrale convergente, intégrale divergente

Définition. Soit f : [a,+00[ — K une fonction continue par morceaux. On dit que I'intégrale généralisée :
— 400
[ s
a

x
converge (ou existe) si et seulement si z — / f(t) dt admet une limite finie ¢ lorsque 2 — +o00. Dans ce
a

/:oo F#)dt = ¢

On dit que l'intégrale généralisée diverge sinon.

cas, on note :

Remarque. L’intégrale / f(t) dt pourrait étre appelée « intégrale partielle » de 'intégrale généralisée.

a
Interprétation géométrique :

]
]
8

/: F(t) dt

Caractére local de la convergence. Soit f : [a, +0o[ — K une fonction continue par morceaux. La convergence

— 400
de l'intégrale généralisée / f(t) dt ne dépend pas du choix dans [a, +o00[ de la borne d’en bas.

Remarque. Ainsi, on peut dés maintenant retenir que la convergence d’une intégrale généralisée en +oo dépend
seulement du comportement de I'intégrande au voisinage de +o0.

Exemple. Les intégrales suivantes sont-elles convergentes 7
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—+oo -+ 1 —too 1 —+oo
/ —dt / —dt / —dt / et dt
1 t 1 Vit 0 1+1 0

—400 1 —400 1 —+o00 1 —+o0
/ —dt / dt / —dt / costdt
1 t 0 ]. + t2 e t ln t 0

Remarque. Les techniques d’étude de convergence seront étudiées un peu plus loin, et consisteront principalement a

comparer l'intégrande a des fonctions de références. Pour les exemples qui précédent, on travaille sur 'intégrale
partielle, en revenant a la définition, ce qui ne sera pas le réflexe a avoir. Il s’agit en effet d’exemples (rares en
pratique) ot I'on peut exprimer une primitive de I'intégrande & 'aide des fonctions usuelles.

— 400

—+oco —+o00
Proposition. Lorsque f est a valeurs complexes, / f converge si et seulement si / Re(f) et / Tm(f)
a a a

convergent.

’ —+0o0
Exemple. Etudier la convergence de / cos(wt)e * dt.
0

1.3 Cas des fonctions positives

— 400

Lemme. Dans le cas ou l'intégrande est a valeurs positives, 'intégrale généralisée / f(t) dt converge si
a

x
et seulement si x — / f(t)dt est majorée.
a

oo
Remarque. Lorsque f est positive, on autorise I'écriture / f(t)dt = +oo en cas de divergence.

a
Un calcul aboutissant a un résultat fini vaut preuve de la convergence de I'intégrale.

1.4 Primitive et intégrale généralisée

—+o0
Proposition. Si f est continue sur [a, +00[, et que l'intégrale / f(t) dt converge, alors I'intégrale fonction

x»—>/+oof(t)dt

de la borne d’en bas :

est dérivable, de dérivée x — — f(z).

2 | Intégrales généralisées sur un intervalle quelconque

Remarque. Sans autre précision, dans cette section, a et b sont tels que —oo < a < b < +oo et I désigne un intervalle
dont les extrémités sont a et b.
Lorsque a et b sont finis et I = [a,b], il s’agit d’un segment.
Lorsque a est fini, b = 400 et I = [a,+o0], il s’agit du cas étudié au paragraphe précédent.

2.1 Intégrale convergente, intégrale divergente

Définition. Soit f une fonction continue par morceaux sur I.

—b T
o Lorsque I = [a, b[, on dit que I'intégrale généralisée f(t) dt converge si et seulement si z — / f)de
a

a

b
admet une limite finie lorsque x — b. Dans ce cas, on note / f(t) dt cette limite.
< a

b b
o Lorsque I = ]a,b], on dit que I'intégrale généralisée / f(t) dt converge si et seulement si z — / f@)de
—a x

b
admet une limite finie lorsque x T) a. Dans ce cas, on note / f(t)dt cette limite.
r>a
a
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e Lorsque I =]a,b|, on dit que l'intégrale est doublement généralisée.
—b

(&
Prenant ¢ tel que a < ¢ < b, on dit qu’elle converge si et seulement si / f(t)dtet f(t) dt convergent.
—a

(&

b
Dans ce cas, on note / f(t) dt la somme de ces deux intégrales convergentes.
a

Remarque. Par le caractére local, cette double convergence ne dépend pas du choix de c. Par la relation de Chasles, la
valeur de l'intégrale ne dépend pas du choix de c.

Proposition. Lorsque a (resp. b) est fini, et que f se prolonge par continuité en a (resp. b), alors I'intégrale
généralisée en a (resp. b) converge et sa valeur coincide avec 'intégrale de la fonction prolongée. On dit que
Iintégrale est faussement généralisée.

Remarque. Ca n’aurait aucun sens de parler d’intégrale faussement généralisée en +oo.

. Usint
Exemple. Etudier la convergence de / - dt.
0

Cas des fonctions positives

b
Remarque. Lorsque f est positive, on autorise I'écriture f(t)dt = +o0 en cas de divergence.

Un calcul aboutissant a un résultat fini vaut preuve de la convergence de l'intégrale.

Exemples de référence

Intégrales de Riemann en +oc.

—+00
L’intégrale généralisée / = dt converge si et seulement si a > 1.
1

Exponentielle en +oo.

—>+o0
L’intégrale généralisée / e " dt converge si et seulement si o > 0.
0

Intégrales de Riemann en 0.

1

1
L’intégrale généralisée / = dt converge si et seulement si a < 1.
—0
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v o v=

1
Logarithme en 0. L’intégrale généralisée / Intdt converge. Sa valeur est négative.
—0

y y=Inx

2.4 Propriétés

Linéarité. Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur I, A et u deux scalaires. Si les intégrales

généralisées / f(t)dt et / g(t) dt convergent, alors / Af(t) + png(t) dt converge et :
I I I

/I AF(t) + ng(t) dt = A / () dt + p / gt) dt

Corollaire. Si /f(t) dt converge et /g(t) dt diverge, alors /f(t) + g(t) dt diverge.
I I I

Remarque. Que penser de I'écriture :

400 1 +001 +o0 1
/ 7dt:/ 7dt—/ ST
1 tt+1) 1 t 1 (t+1)
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Positivité. Soit f une fonction cpm sur I d’intégrale généralisée / f(t)dt convergente.
I

Sivtel, f(t) =0, alors/f(t)dt}O.
I

Croissance. Soit f et g deux fonctions cpm sur I, d’intégrales généralisées sur I convergentes.
Sivtel, f(t) < g(t), alors /f(t) dt < /g(t) dt.
I I

Remarque. Pour les intégrales généralisées convergentes, lorsque a > b, on définit par convention :
b a
a b

Relation de Chasles. Soit f une fonction continue par morceaux sur I, d’intégrale généralisée sur I convergente.
Pour tous a, b, ¢ éléments ou extrémités de I, on a :

/abf(t)dt:/acf(t)dt—s—/cbf(t)dt

avec convergence des intégrales impliquées.

—b

Proposition. Soit f : [a,b][ — R une fonction continue par morceaux, telle que 'intégrale généralisée / flt)de
soit convergente. ¢

b
Pour z < b, 'intégrale / f(t) dt existe, on 'appelle reste de l'intégrale convergente, et :
xr

b
/ f(t)dt:m

Techniques de calcul d’une intégrale généralisée

Calcul par primitivation de I'intégrande

Ce premier théoreme est une conséquence directe de la définition.
Il s’applique lorsque ’on sait exprimer une primitive de I'intégrande.
Théoreme.

Soit f continue par morceaux sur ]a, b, dont on connait une primitive F.
—b

L’intégrale f(t) dt converge si et seulement si F' admet une limite finie ¢, en a & droite et une limite

—a
finie ¢, en b & gauche.
Dans ce cas, on a :
b tSb
/ Ft)dt = [F(t)] L =l — 1,

t—=a

Remarque. La convergence de 'intégrale est justifiée a posteriori par 'existence de limites finies du « crochet ».

dt

+o0
Exemple. Etudier la convergence et calculer _
=xempe vers /0 213t+2

Changement de variable

Le théoreme du changement de variable est une technique efficace, et la formule doit pouvoir étre utilisée « dans

les deux sens ». L’entrainement permet d’avoir 'initiative de certains changements de variable classiques.
—b

Le théoreme est présenté pour le cas d’un intervalle ouvert, pour I’étude de f(t) dt, mais se transpose aux
—a
cas d’un intervalle semi-ouvert, et bien-stir au cas d’un segment.
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Théoréme.

Soit f une fonction continue par morceaux sur |a,b[. Si ¢ : |a, B[ — ]a, b[ est :
e une bijection
o strictement croissante
o de classe C!

alors

—b —B
f(t)dt et / (f op)(u) ' (u)du sont de méme nature;

—

o les deux intégrales /

—a

o elles sont égales en cas de convergence.

Remarque. La convergence de l'intégrale est justifiée a posteriori par le changement de variable et la convergence de
la nouvelle intégrale.

Remarque. Dans la pratique, on dit que I'on effectue le changement de variable t = p(u) et I'on écrit :

t devient p(u)
dt devient ¢'(u)du
tdeaab devient wudeaalf

Remarque. On peut adapter ce résultat au cas o ¢ est strictement décroissante.

t devient p(u)
dt devient ¢'(u)du
tdeaab devient wudef aa«

Exemple. Convergence et calcul de (o > 0) :

+oo £C4 +oo 5 b dt 1
1. / dx 2. / ue™ ™ du 3. / (7 4. / V1 —t2dt
0 0 a 0

210 + 1 t—a)®
Remarque. I convient de savoir justifier un changement de variable par une utilisation précise du théoréme précédent.

Néanmoins, lorsqu’il s’agit d’un simple calcul, ou pour des changements de variable trés simples, notamment affines,
on ne précise pas les hypothéses de régularité.

Intégration par parties

Terminons par une formule elle aussi importante, qu’il faut appliquer avec précaution pour les intégrales généra-
lisées. Elle est en particulier utile pour établir une relation de récurrence satisfaite par une intégrale dépendant
de n.

Théoréeme.

Si:

e f et gde classe C' sur ]a,b]

e f(t)g(t) admet des limites finies en a & droite et en b & gauche
Alors :

o les intégrales de fg’ et f’g sont de méme nature

o en cas de convergence :

tSb

/a bf(t)g’(t) dt = [f(t)g(t)] - /a b F()g(t)dt

>
t=a
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Remarque. II convient de savoir justifier une intégration par parties par une utilisation précise du théoréme précédent.
Néanmoins, lorsqu’il s’agit d’un simple calcul, on ne vérifie pas les hypothéses de régularité. Dans la pratique, on
écrit :

b b
/ w(t(t)dt = [UH)w()]) - / Uty (1) dt
Ja AV a
en s’assurant que le «crochet» a des limites finies. La fleche montante symbolise la primitivation, et la fléche
descendante la dérivation. U désigne une primitive de u.
La convergence de I'intégrale est justifiée a posteriori par les limites finies du « crochet » et la convergence de la
nouvelle intégrale.

+oo
Exemple. Calculer, pour n € N, I,, = / t"e~tdt.
0

Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables

Remarque. Sauf mention contraire, I désigne un intervalle, et f une fonction continue par morceaux sur I.

Convergence absolue d’une intégrale généralisée

Définition. On dit que lintégrale / f(t)dt est absolument convergente si et seulement si l'intégrale
I

/ |f(t)| dt converge.
I

Remarque. L’intérét de cette notion est de remplacer, lors de I’étude de la convergence d’une intégrale généralisée,
lintégrande par une fonction positive, ce qui donne accés aux théorémes de convergence par comparaison, par
équivalent, par comparaison asymptotique, et qui sont étudiés dans cette section.

Théoréme.

Soit f continue par morceaux sur I.
Si

. / f converge absolument i.e. / |f| converge.
I I
Alors :

° / f converge

I
/If’</1|f|-

e Il s’agit bien d’une condition suffisante, mais non nécessaire.

T sint ) . .- .
La convergence, et la non convergence absolue de - dt fournit un contre-exemple classique qu’il convient
1

o

Remarque.

d’avoir a Desprit.

e Pour une fonction positive, convergence et convergence absolue de 'intégrale sont des notions équivalentes.

Intégrabilité d’une fonction

Définition. On dit que f est intégrable sur I lorsque f est continue par morceaux sur I et l'intégrale de f
sur I est absolument convergente.

Remarque. Lorsque I'on dit intégrable sur I, on parle donc d’une fonction, de I'intégrande d’une intégrale absolument
convergente.
Lorsque I'on dit absolument convergente, on parle d’une intégrale généralisée, dont l'intégrande est intégrable.
Pas de confusion : intégrable ne signifie pas que I’on peut simplement considérer 'intégrale de la fonction.
Pas de confusion : intégrable ne signifie pas primitivable.
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Notation. On note L'(7,K) I'ensemble des fonctions intégrables sur I.

Proposition.
o Sur un segment [a, b], une fonction continue est intégrable.

 Sur un intervalle ]a, b[ borné, une fonction continue qui se prolonge par continuité en a et b est intégrable.

Remarque. SiI = [a,b], on dit que 'on étudie I'intégrabilité de f en b. L’intégrabilité de f continue (par morceaux)
sur I = [a,b] ne dépend en effet que du comportement local de f au voisinage de b.

Exemples de référence.

e In est intégrable en 0;

1
ot e est intégrable en 0 si et seulement si a@ < 1;

1
o ti— o est intégrable en 400 si et seulement si a > 1;

o t e est intégrable en +oo si et seulement si o > 0.

o ti— ﬁ est intégrable en a si et seulement si o < 1.

Proposition. La fonction f est intégrable en a (resp. en b) si et seulement si ¢ — f(a +t) (resp. t — f(b—1t))
est intégrable en 0

Techniques d’étude

Remarque. Dans la pratique, pour justifier qu’une intégrale généralisée converge, on étudie sa convergence absolue
en utilisant 1'un des théorémes de ce paragraphe. On identifie la (ou les) bornes de l'intervalle ou l'intégrale est
généralisée en précisant la continuité (par morceaux) de 'intégrande, et on se place sur un voisinage de cette borne
(on fait deux études distinctes si I'intégrale est doublement généralisée). L’idée est de comparer l'intégrande d une
fonction de référence, la comparaison devant étre « raisonnable » sur ce voisinage.

L’étude se fait donc sur l'intégrande, et non l'intégrale elle-méme. C’est pour cette raison que les résultats sont
énoncés en termes de fonctions intégrables.

Commencons par énoncer le théoréme dans le cas ou I = [a, +00[. On considére f, g deux fonctions continues
par morceaux sur [a, +o00].
Théoreme.

|Si |f] < |g| et g intégrable sur [a,+oc[, alors f est intégrable sur [a, +00[.

Théoréme.
Si f(x) = O(g(x)) et g intégrable sur [a, +oo], alors f est intégrable sur [a, +oo].
T—r+00
Remarque. Ce résultat s’utilise en particulier lorsque f(z) = o(g(z)).
—_— Tr—r+00
Théoréme.

Si f(x) ~ g(z) et g intégrable sur [a, +o0[, alors f est intégrable sur [a, +o0].

r—r+00

Proposition. Précisons aussi que, dans le cas ou f et g sont telles que 0 < |f| < |g| et f non intégrable sur
[a, +00], alors g n’est pas intégrable sur [a, +o00].

Exemple. Etudier I'intégrabilité sur un voisinage de +oo des fonctions suivantes :
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cost NG 1

t— —— t—e —
1+¢2 t2lnt
1+ 1+t

Enoncons maintenant le théoréme dans le cas ot [ = 10,8]. On considére f, g deux fonctions continues par
morceaux sur |0, b].
Théoreme.

| Si |f| < |g| et g intégrable sur ]0,b], alors f est intégrable sur ]0, b].

Théoréme.

Si f(x) o O(g(z)) et g intégrable sur |0, b], alors f est intégrable sur |0, b].

Théoréme.

St f(x)

() et g intégrable sur 0, b], alors f est intégrable sur |0, b].

~Y
x—0 g

Exemple. Etudier I'intégrabilité sur un voisinage de 0 des fonctions suivantes :

Int R Arctant PR 1
1+1¢ tVt sint

Remarque. Les théorémes précédents s’adaptent a tous les cas d’intervalles semi-ouverts. On préférera cependant
commencer par effectuer un changement de variable pour ramener le probléme en 0 ou en +oo, la ou on sait
comparer les fonctions entre elles.

, 1 1
Exemple. Etudier la convergence de / —% dt.
0 cost— 72
Méthode. On peut aussi procéder, pour des exemples un peu plus délicats, par éclatement : pour étudier la
convergence d’une intégrale généralisée, on effectue un développement limité de son intégrande et on ’écrit
comme somme de plusieurs termes, pour lesquels on étudie séparément la convergence de l'intégrale.

T ging

——da?
4 VT +sinz

Exemple. Comment étudier la convergence de l'intégrale

Cas des fonctions positives, continues et intégrables

Théoréeme.

Si f est positive, continue et intégrable, et / f(t)dt = 0, alors f est la fonction nulle sur 1.
I

Remarque.
e L’hypothése de continuité est importante ici.

e (e théoréme est souvent utilisé pour montrer le caractere « défini-positif» d’un produit scalaire défini par une
intégrale.

e On fera référence a ce théoréme en parlant de « fonction continue, positive, d’intégrale nulle ».
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4 |Intégration des relations de comparaison

4.1 Intégrale généralisée en +oo

4.1.1 Cas d’intégrabilité, résultat sur les restes

Théoréme.

Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur [a, +o0o[, g une fonction réelle positive
continue par morceaux sur [a, +ool.

e Si f(x)= O (g(x)) et g intégrable en +o0o, alors f est intégrable en +oo et on peut comparer

o Feo
/x " pyar= o ( /x e dt>

les restes :
e Si f(x) = o (g(x)) et g intégrable en +oo, alors f est intégrable en +oo et on peut comparer

oS
/@ " pyar= o ( / e dt)

les restes :
o Si f est aussi a valeurs réelles positives, que f(x) ~ g(x) et g intégrable en +o0, alors f est
T—r+00

intégrable en 400 et on peut comparer les restes :

A+mf@ﬁh mf‘A+mg@ﬁh

T—r+00

Remarque. Il s’agit ici de comparaison de quantité qui sont petites, qui tendent vers 0.

4.1.2 Cas de non intégrabilité, résultat sur les intégrales partielles

Théoréme.

Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur [a,+o0o[, g une fonction réelle positive
continue par morceaux sur [a, +ool.

e Sif(x)= x_gr . (g(z)) et g non intégrable en 400, alors on peut comparer les intégrales partielles :
x x
[ roa= o ([ swa)
o Sif(x) = o (g9(x)) et g non intégrable en +o0o, alors on peut comparer les intégrales partielles :
Tr—r+00

Liﬂﬂdt:w4am<éxmwdo

o Si f est aussi a valeurs réelles positives, que f(x) ~ g(x) et g non intégrable en +o0, alors
Tr—r—+00

f n’est pas intégrable en 400 et on peut comparer les intégrales partielles :

lefuyﬁm41K“nguyﬁ

Remarque. Il s’agit ici de comparaison de quantité qui sont grandes, qui tendent vers +oo.
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—+oo
Remarque. Dans les deux premiers points, on n’a pas d’information sur la convergence ou la divergence de / F (@) de,
a

mais le résultat n’a pas d’intérét lorsque f:oo f(t)dt converge.

Intégrale généralisée sur un intervalle quelconque

Le résultat précédent s’adapte pour une intégrale généralisée & gauche en b € |—o0,4+00] = RU {400}, ou
généralisée en & droite en a € [—o00, +o0o[ = RU {—o0}.

Cas d’intégrabilité, résultat sur les restes

Théoréme.

Soit a € R et b € RU {+00}. Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur [a,b[, g
une fonction réelle positive continue par morceaux sur [a, b|.

o Sif(z) = Ob (g9(x)) et g intégrable en b, alors f est intégrable en b et on peut comparer les restes :

/: fdt= 0 (/:g(t) dt)

e Sif(z)= °, (g(z)) et g intégrable en b, alors f est intégrable en b et on peut comparer les restes :

/: fydt= o (/:g(t) dt)

o Si f est aussi a valeurs réelles positives, que f(x) ~, g(z) et g intégrable en b, alors f est intégrable
z—

/f #)dt :b/ o(t) dt

en b et on peut comparer les restes :

Théoréme.

Soit a € RU {—00} et b € R. Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur |a, b, g
une fonction réelle positive continue par morceaux sur |a, b].

o Sif(z)= O (g(z)) et g intégrable en a, alors f est intégrable en a et on peut comparer les restes :

/a " fydt = o ( / ") dt)

e Sif(zx)= o (g(z)) et gintégrable en a, alors f est intégrable en a et on peut comparer les restes :

/a " ftyat = o ( / ") dt>

o Si f est aussi & valeurs réelles positives, que f(z) ~ g(z) et g intégrable en a, alors f est intégrable
r—a

en a et on peut comparer les restes :

f t)dt ~ / g(t)dt

T—a
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4.2.2 Cas de non intégrabilité, résultat sur les intégrales partielles

Théol

réme.

Soit a € R et b € RU {+00}. Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur [a, b, g
une fonction réelle positive continue par morceaux sur [a, b|.

o Sif(z) = ng (g(z)) et g non intégrable en b, alors on peut comparer les intégrales partielles :

/; ft)dt = mgb (/;g(t)dt)

o Sif(x) = °, (g(x)) et g non intégrable en b, alors on peut comparer les intégrales partielles :

/; fydt= o (/ o) dt)

o Si f est aussi & valeurs réelles positives, que f(z) () et g non intégrable en b, alors f n’est

~ g
z—b
pas intégrable en b et on peut comparer les intégrales partielles :

/j fOdt ~ /;g(t) dt

Théo

réme.

Soit a € RU {—00} et b € R. Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur |a, b, g
une fonction réelle positive continue par morceaux sur |a, b].

e Si f(z) = O (g(x)) et g non intégrable en a, alors on peut comparer les intégrales partielles :

' t)ydt= O ' t)dt
IRC M</$g<> )

e Si f(z)= o (g(x)) et g non intégrable en a, alors on peut comparer les intégrales partielles :
r—a

/:f(t) dt= o (/:g(t) dt)

o Si f est aussi a valeurs réelles positives, que f(z) ~ g(z) et g non intégrable en a, alors f n’est
r—a

pas intégrable en b et on peut comparer les intégrales partielles :

/m b fydt ~ / b g(t) dt
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5 | Annexes

5.1 Annexe : une analogie trop séduisante avec les séries

Réfléchissons a la différence entre convergence et convergence absolue d’une intégrale généralisée, ainsi qu’a
ces analogies avec les séries numériques, qui sont certes séduisantes, et auxquelles on pense tous. Voici deux
exemples de fonctions définies par leur graphe :

1. Cette fonction est-elle intégrable ? A-t-elle une limite en 400 ?

Y
1+

o
—_
DN+

|
3
—
1

—
m"_‘

[V}
m"_‘

32

2. Cette fonction est-elle intégrable ? Son intégrale sur [0, +00[ est-elle convergente ?

y
2 —
s 1 i —
| | 1 1 |
0 1 2 3 1 (‘ x
-1/3+ | ——<
e
Exercices et résultats classiques a connaitre
5.2 Quatre exemples d’intégrales de Bertrand
Etudier la convergence de :
o Int tee g
(a) / LY (©) LI
2 3 2 Vi Int
T Int e
(b) / s dt () / at
2 t 2 tint

Remarque. On appelle intégrale de Bertrand une intégrale de la forme / dt, généralisée en 0 ou en +oo.

te1nf ¢
Son étude systématique n’est pas au programme.
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Trouver une relation de récurrence par intégration par parties

66.2

oo dx
Pour n € N*, on pose I,, = —_.
PO e /0 (1+a%)"
Trouver une relation entre I,, et I,11 et en déduire I,,.

sin x

Etude de I'intégrabilité de = — =22 sur |0, +oo|

Dans ce sujet, on étudie la convergence de 'intégrale de Dirichlet :

+00 o
t
I= / S
.t

sint

nm
(a) Déterminer la limite, pour n — +o0, de I,, = / dt.
0

int
(b) La fonction ¢ — % est-elle intégrable sur |0, +-o00[?

(c) Démontrer que 'intégrale définissant I converge tout en établissant I'identité :

+oo o; +o0
t 1-— t
/ sin df — / (2305 a
0 t 0 t

Etude de convergence d’intégrale par une méthode d’éclatement

66.4

+o0 ;
Etudier la nature de / In <1 + sz) dz.
0 Vi

Utiliser les complexes pour calculer une intégrale généralisée

66.5

+oo
Utiliser les complexes pour calculer : / e tsintdt
0

Trouver un équivalent par intégration par parties

Pour n € N, on note

“+o0 1
I, = —d
/1 (1 ta2) "

(a) Montrer l'existence de I,,, pour tout n.
(b) Déterminer la limite de (I, ).

(¢) A l'aide d’une intégration par parties, trouver un équivalent simple de I,,.
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'Exercices du CCINP |
Gip 28

N.B. : les deux questions sont indépendantes.

e—.’t
Va2 —4
2. Soit a un réel strictement positif.

Inz
V1 + 2
G 29.12

On pose : Vz €]0, +ool, V¢ €10, +00[, f(z,t) =e "1 .

1. La fonction x — est-elle intégrable sur |2, +o00[?

La fonction x — est-elle intégrable sur |0, +-00[?

1. Démontrer que : Vz € |0, +00], la fonction ¢t — f(x,t) est intégrable sur
10, +o0].

“+o0
On pose alors : Vx €]0, +o0[, I'(z) = / ety =14s.
0

2. Pour tout z €]0, +o0|, exprimer I'(x + 1) en fonction de I'(x).

'Exercices |

Convergence d’intégrales généralisées, intégrabilité

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

+o00 1 +oo 9
(a) / Fsin - dt (d) / " dt
1 t 0
toeo 4 T Int

oo ¢ T Int
- f Tt
(C>A & ()/1 i1 d

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

<a)/0 Vi +tt_1dt (C)/O 1n(t13/42rt) w
(b) /0 e

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

1 90 (1 4 )
(a) /0 e () /O P

+o0 1
(b) /o In(t)e " dt (e) /0 sintlzdt

L Int
(d) /0 In(1+¢) di

Etudier, la convergence des intégrales généralisées suivantes :

tee At oo 1442
- In | ———
(&) / el 4 t2e~t (c) /0 B <1 + t3> dt

— 00

+oo esint
(b) / at
1 t

Etudier I'existence des intégrales suivantes :

IdING
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too te—Viqt
(a) /

+o00
te 7dt (d) / e~ (1) gt
1+ ¢2 0

oo qt
<e>/0 =

(f) /O+oo(t +2— 12+ 4t + 1)dt

U Intdt

0o (1 —1)3

+oo
e

(b)

—t Arctan tdt

(c)

S~

66.14

(a) Montrer que z — xInx est intégrable sur |0, 1] et calculer son intégrale.

zlnz

(b) Pour tout réel a, soit f, : = +— m

bl. Etudier intégrabilité de f, sur |0, +oo[, en fonction de a.

b2. En effectuant le changement de variable y = 1/x, calculer Iy =

/ " e

66.15

400
Etudier la nature de I'intégrale impropre / et dt.

— 00

On peut démontrer que sa valeur est /.

66.16

+oo ;
sint
Convergence de l'intégrale généralisée I = # dt
0 ﬂ + cost

66.17

—+o0
dz.

zlnx
T __

Etudier la convergence de 'intégrale 1
0 e

66.18

Etudier la convergence de I'intégrale :

™

I= /E(cos t)In(tant) dt

0

Calcul d’intégrales généralisées

Montrer que les intégrales suivantes sont bien définies et les calculer :

n € N)

“+oo
(a) / t"e tdt
0

1
puis / In" tdt
0

oo ¢ Arctant
b T A (k=1
o [ T e=

% sind @
(©) / sin 40
0

vcos

(d) /O+OC e 'sinatdt
() /0+001n (1 + ;2) at
(f) /01 m dz

—+o00 1
—d
(8) /1 e

Etablir la convergence et calculer la valeur de I'intégrale :
1
In(1—1¢
/ (-1
o (1+1)?

Justifier et calculer :

oo dt
/_OO (1+12)(1 +it)

L Int
Calcul dt.
acuer/o Vi

(a €R,

IdING
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Démontrer la convergence, et calculer la valeur de I'intégrale :

Etablir la convergence et calculer la valeur de I'intégrale :
1
1
| =
0o Vi(l—1)

Suite d’intégrales généralisées

(a) Soit f € C*([0,1],R). Pour tout n € N, on note :

1
L = [ 4@

Etudier la suite (I,(f))nen.

(b) Quelle est la limite de la suite (nl,(f)), ? En déduire un équivalent de
In(f) si f(1) #0.

1
(c) Soit J, = / (In(1+ z))" do. Déterminer un équivalent de .J,,.
0

(a) Prouver la convergence, pour tout n € N, de Uintégrale :

1 n
In:/ :c Inxdx
o 1—a2

(b) Montrer que I,, — 0 lorsque n — +00.

Autres exercices

Etudier I'intégrabilité en 0 de :

1.t
f:xH/%dt

Petits problemes d’entrainement

[G6.28] 4

Soit 0 < a < b deux réels.

+oo e~ 0T _ efba:
(a) Montrer existence de I = / —du.
0 X
(b) Démontrer que, pour tout réel h > 0 :

+0o | —ax —bx bh —t
€ — € (&
/ 4————fmz/’4fm
h v an 1t

—t

(¢) Montrer que la fonction g : t — posséde un prolongement

continu en 0. En déduire la valeur de I.

[66.29] #0

On s’intéresse a :

€T xZ

+oo 1 1
I = / Arcsin — — —dz
1

(a) Montrer la convergence de cette intégrale généralisée.

(b) Calculer I.
On pourra effectuer une intégration par parties et remarquer que

1
T est la dérivée de In(x + V22 — 1) sur |1, +o0].
22 —

IdING
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Soit f : [0,4o00[— R telle que f0+oo f(z) dz soit convergente.
(a) Si f(z) admet une limite ¢ quand = — +o0, que vaut £7
(b) Donner un exemple o f(z) n’a pas de limite lorsque  — +o0.

(¢) Montrer que si f est décroissante, alors x f(x) —— 0.
xr——+00

Soit f : t s sin(t?).
(a) En effectuant le changement de variable t = \/u, montrer que I'intégrale

+oo
/ f(t)dt converge.
0

La fonction f est-elle intégrable sur [0, +oo[?

(b) Reprendre 'exercice, en considérant la série de terme général :
V(n+1)w
Up :/ sin(t?)dt

JAw

Soit f : [0,4+o00[— R une fonction continue, positive et décroissante.
On pose ¢ : [0, +00[— R donnée par :

g(x) = f(a)sin
Montrer que les intégrabilités sur [0, +oo[ de f et de g sont équivalentes.

(a) Etudier la fonction f :  ~ In(1 + tanz). Montrer que son graphe
posséde un centre de symétrie.

(b) Montrer la convergence et calculer 'intégrale

—+oo
Pour tout n > 1, I, = / 0
0

dt
L+ t3)n

(a) Justifier existence de Ij.
2m

35

(b) Existence et calcul, par récurrence, de I,, pour n > 2.

On admet pour I'instant que I, =

(¢c) Montrer l'existence de deux constantes a et b telles que In(Z,)
alnn+ b+ o(1).

(d) Etudier la nature des séries Z I, et Z(—l)"In.

(e) Démontrer la valeur admise de Ij.

Soit f : R — R une fonction continue, telle que :
—+oo
/ f(t) dt converge etf(x) —— ¢ €R
0 Tr— —0Q

Justifier ’existence et donner la valeur de :

+o0o
/ (ft+1)— f@))at

— 00

Calculer :
/1 Inx q
o @r1z®

2 +m
Etudier la nature de / | sin z|* dz.
1
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