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1.1

1.2

gMPI 69. Résolution pratique des équations différentielles linéaires

Sauf mention contraire, I désigne un intervalle de R et E un espace vectoriel normé de dimension finie.

Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1

Position du probleme, structure des solutions

Définition. Une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1 est une équation de la forme :

y' +a(z)y = b(x) (E)

et I’équation homogene associée est :
y' +a(z)y=0 (H)
ou a et b sont des applications continues sur I intervalle.

Remarque. L’équation peut étre proposée sous la forme :

a(z)y' + Blz)y = ~(z)

Il importe dans ce cas de travailler sur un intervalle sur lequel o ne s’annule pas : I’équation doit étre normalisable
sur I.

Structure des solutions. Si a et b sont continues et I est un intervalle, alors

o Sy est une droite vectorielle
o Spg est une droite affine dirigée par Sy :

SE = Ypart + SH

Résolution : premiere méthode

Méthode.

1. On qualifie ’équation différentielle, en précisant la continuité des coefficients, le fait qu’on travaille sur un
intervalle et on écrit I’équation sous forme normalisée.

2. On trouve une solution particuliére notée ypq+ de (E), par exemple en la cherchant sous une forme
particuliere.

3. On utilise le résultat exprimant Sy : notant A une primitive de a sur I, Sy = Vect(z — e~ 4®)),

4. On conclut :
SE = Ypart + Vect(z > e A@)

Remarque. La méthode de variation de la constante, vue en premiére année, permet de déterminer une solution
particuliere lorsque ’on a déterminé Sy. Voir aussi la section suivante.

Exemple. Résoudre I'équation :

o 4=t

Exemple. Résoudre sur ]0, +oo[ 1’équation :

 —y==z
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1.3

1.4

2.1

gMPI 69. Résolution pratique des équations différentielles linéaires

Résolution : seconde méthode
Méthode.

1. Au brouillon, on calcule A une primitive de a sur I.

2. On effectue le changement de fonction inconnue :

en raisonnant bien par équivalence.

Exemple. Résoudre ’équation :
(1+2%)y — 2zy =1 4 22

Résolution sur un intervalle sur lequel I'équation n’est pas normalisable

Méthode. Sil’équation n’est pas normalisable sur I'intervalle I de résolution, on partage I en sous-intervalles sur
lesquels I’équation est normalisable. On résout sur chacun de ces intervalles, puis on effectue un recollement
des solutions.

Exemple. Représenter quelques courbes intégrales et déterminer les solutions sur R des équations différentielles :

1
zy —y=0 xy —2y =0 my/fgy:O

Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

Position du probleme, structure des solutions

Définition. Une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 est une équation de la forme :
" + a(t)x’ + b(t)x = c(t) (E)
et I’équation homogene associée est :
" +a(t)r’ +b(t)z =0 (H)
ou a, b et ¢ sont des applications continues sur I intervalle.

Remarque. L’équation peut étre proposée sous la forme :
a(t)z” + B(t)z" + () = ()
Il importe dans ce cas de travailler sur un intervalle sur lequel & ne s’annule pas : I'équation doit étre normalisable

sur I.

Remarque. Contrairement aux équations d’ordre 1 ou aux équations d’ordre 2 a coeflicients constants, il n’y a pas
de formule de résolution. Il n’est donc pas utile d’avoir une équation normalisée, mais il est important qu’elle soit
normalisable : « ne doit pas s’annuler sur I.

Remarque. On présente au § 4.3 une méthode de résolution lorsqu’une solution de (H) est connue.

Structure des solutions. Si «, 3 et v continues, I est un intervalle et « ne s’annule pas sur I, alors

o Sy est un plan vectoriel

o Spg est un plan affine dirigé par Sy :
SE = Tpart + SH
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Définition. Un problemde de Cauchy donné par :

{a(t)x” + B(t)a" +(t)x = 6(t)
z(to) = o' (to) =
ou «, 3, v et § sont continues sur [ intervalle, o ne s’annule pas sur I, ¢ty € I.

Il admet une et une seule solution.

.. . . z(to) = ®o
Remarque. Avec la seule condition z(tg) = zo, ou avec des conditions aux limites comme { (t ; , on ne peut
- < Ir(l1) = T1

garantir Iexistence et I'unicité.

2.2 Etude de I'équation homogéne — Wronskien

Etude. On suppose que a, b et ¢ sont des applications continues sur I intervalle, et on note
" +a(t)x’ +b(t)z =0 (H)
I’équation différentielle linéaire homogene scalaire étudiée. On a

/ -

(H) {x” ;—a(t)x’ —b(t)x

= () - (—fm —b1<t>) ()

< X' = A(t)X systéme différentiel noté Hpat

ol X = (j) ot A(t) = (-3@) _bl(t))

Un couple (¢, ) est un systéme fondamental de solutions de (H), i.e. une base de Sg, si et seulemement
si:

( (j:,) , (;f,) ) est un systeéme fondamental de solutions de Hpat

Définition. Si ¢ et ¢ sont deux solutions de (H) sur I, on définit leur wronskien en posant :

o(t)  ¥(t)

W |00 0] oo - s

Théoréme.

Soit ¢ et ¥ sont deux solutions de (H) sur I et W le wronskien de ¢ et . Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(7) (¢,1) est une base de Sg
(6) Vte I, W(t) #0
(g91) eI, W(t)#0

2.3 Méthode de variation des constantes

Méthode de variation des constantes. On suppose connu un systéme fondamental (¢, 1) de solutions de (H ).
Il reste donc & déterminer une solution particuliere de (E). Appliquer la méthode de variations des
constantes, c¢’est rechercher une solution particuliere de (E) sous la forme :

z(t) = A(t)o(t) + u(t)o(t)

avec la condition additionnelle :
N()o(t) + 1/ (t)p(t)Vt € T
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gMPI 69. Résolution pratique des équations différentielles linéaires

Remarque.
o Sy = Vect(¢,v) = {t — Ap(t) + pp(t), A\, 1 € K}. Ici, on fait varier les constantes » X et p.

e On peut se souvenir de la condition additionnelle en disant que n’apparaissent pas de dérivées secondes des
« constantes » \ et (.

Recherche de solutions développables en séries entiéres

Méthode. On a vu, lors de I’étude des séries entieres, comment rechercher des solutions développables en séries

entieres d’'une équation différentielle linéaire, par exemple d’ordre 1 ou 2.
+oo

On note z(t) = Z ant™, on suppose le rayon de convergence > 0 (c’est I’analyse). Dire que x est solution
n=0

de Péquation différentielle se traduit (si tout va bien) en une condition sur les a, (ici, on raisonne par

équivalence sous ’hypothese R > 0). On vérifie que les séries obtenues ont bien un rayon de convergence > 0

(c’est la synthese).

Exemple. Utiliser une série entiére pour déterminer 1'unique solution au probléeme de Cauchy :

{y”—i—xy’—i—y:l
y(0)=y'(0)=0
Exemple. On considére ’équation différentielle :
22 —4tz' + (2 —6)x =0 (E)
1. Trouver les solutions de cette équation différentielle qui sont somme d’une série entiere autour de 0.

2. Déterminer la dimension de ’espace des fonctions qui sont solutions de I’équation sur R.

Systémes différentiels linéaires homogeénes a coefficients constants

Position du probléme

Définition.
e On appelle systeme différentiel linéaire a coefficients constants :
X' = AX + B(t) (S)
ou Ae M,(K)et B : I — Myi(K) est continue.
o Résoudre (), c’est déterminer les fonctions X : I — M,,1(K) de classe C! telles que :
vie I, X'(t)=AX(t) + B(t)
e On appelle systéme différentiel homogéne associé a (5) :

X' = A(t)X (H)

Remarque. Un systéme différentiel linéaire a coefficients constant s’écrit aussi :

] = a1171 + a12®2 + -+ + arnan + bi(t)

Th = 2171 + a22T2 + - - + aznan + ba(t)

Ty = @n1T1 + An2T2 + -+ + Annn + by (1)

ot les a;;j sont des scalaires (constantes) et les b; des fonctions continues sur I intervalle.
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Proposition.
o L’ensemble Sy des solutions de (H) est un espace vectoriel de dimension n.
o L’ensemble Sg des solutions de (E) est un espace affine de dimension n, dirigé par Sy :
Sk = Xpart + SH

Ecriture vectorielle. Un syseme différentiel linéaire & coefficients constant peut étre vu comme la traduction
matricielle d’une équation différentielle linéaire :

¥ =a-x+bt) (E)

oua € L(E)etb: I — E est continues, et ot on note a-x I'image a(x) du vecteur x par I’endomorphisme a.

Remarque. On pourrait présenter les résultats de ce paragraphe sous forme vectorielle.

3.2 Résolution théorique a I'aide de I'’exponentielle de matrice

Rappel sur I’exponentielle de matrice. Soit A € M,,(K).

e Pour t € R, on définit :

400 ns
exp(tA) = ngo aA"
o t— exp(tA) est de classe C*° et sa dérivée est t — Aexp(tA) = exp(tA)A.
o exp(A) est inversible, et (exp(A))_1 = exp(—A).
e Si A et B sont deux matrices qui commutent :

exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A)

Résultat : solutions du systéme différentiel homogéne.
Soit A € M,,(K). Les solutions du systéme différentiel homogene :

X' =AX

sont les applications :
t — exp(tA)C

ot € € My (K)

Remarque. Dans I’écriture précédente, exp(tA) désigne une matrice carrée, C une matrice colonne. On peut rapprocher
Pexpression des solutions de :
t e, A eK

qui est Iexpression des solutions de I’équation scalaire y' = ay, mais la généralisation doit se faire correctement.

Résultat : obtention d’une solution particuliére par variation de la constante.
Soit A € M,(K) et B : I — M,1(K) continue. Pour résoudre le systéme différentiel & coefficients
constants :

X' = AX + B(t) (E)
on a intérét a effectuer le changement de fonction inconnue :
X (t) = exp(tA)C(t)
ot C : I — Mp1(K) est CL.

Preuve. En effet, X'(t) = Aexp(tA)C(t) + exp(tA)C’(t) et donc :
X solution de (E) Vt € I, X'(t) = AX(t) + B(t)
vt € I, exp(tA) C'(t) = B(t)
vt € I, C'(t) = exp(—tA) B(t)

Notant F' une primitive sur I de ¢t — exp(—tA)B(t), on peut dire que t — exp(tA)F(t) est une solution particuliere de (E). O
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Probléme de Cauchy

Définition. Soit A € M, (K) et B : I — M,1(K) continue. Soit ¢ty € I et Xy € M,,1(K). On appelle probléme
de Cauchy le probléme :

{ = AX + B(t)
X(to) = Xo

Théoreme de Cauchy linéaire.

Le probleme de Cauchy admet une et une seule solution définie sur 1.

Preuve.

I, X'(t) = AX(t B
X est solution <= Vt E (t) + B(¢)

Vt E I exp tA)X'(t) — exp(—tA)AX (t) = exp(—tA)B(t)

II

X(t)) = exp(—tA)B(t)X (to) = Xo

!

vVt € I, exp(—tA)X (t) = exp(—toA)X (to) + /tt exp(—uA)B(u) du
X(t

{Vtel — exp( tA)
Rad

vtel, X(t) =exp ((t—to)A)Xo + texp((t—u)A)B(u)du

to

Résolution effective dans le cas de diagonalisabilité

On suppose dans ce paragraphe que A est diagonalisable :
A1
A=PDP'ouD= et P=(Vi]...|Vp)
An

Les \; sont les valeurs propres de A, et les V; forment une base de vecteurs propres associés.
Méthode : résolution du systéme différentiel homogene (H).

X solution de (H) < Vte I, X'(t) = AX(t)
— Vtel, X’
<~ Vtel, Y'(t)=DY(t) o, pour tout ¢, X (t) = PY(t)

(

— Vtel,

y1(t) = crettt
< dcy,...,cp €K VEE T
Yn(t) = cpetnt
crett
<~ Jey,...,cn €K VEET Y(E) = :
cpetnt
et
< Jop,..., €K Ve X(t) = (Vi]...|Va) :
cpetnt

<— XGVect(tHeAit‘/'i)lgign
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On a déterminé un systéme fondamental de solutions de (H).

Méthode : recherche d’une solutions particuliére.
Par variation de la constante, on cherche une solution sous la forme :

n

X(t) = Z ci(t)eMtV;

i=1

ot les ¢; sont des fonctions inconnues supposées de classe Ct. On calcule :

n

X'(t) =Y e Vi+ > a(t)hie'V,
i=1 i=1

et AX(t) = A(Zci(t)eAitVi)

i=1

C; (t)eAitAV;‘

[
M=

1

.
Il

C; (t)e)"it)\iVi car V; vecteur propre associé a la v.p. \;

|

i=1

Ainsi :
X solution <= Vte I, X'(t) = AX(t)+ B(t)

= Vel Y d(t)eMV; = B(t)

=1
= Vel Y 1NV =D Bit)V;
i=1 i=1

o (B1(t), ..., Bn(t)) sont les coordonnées de B(t) dans (V4, ...

— Vi, Vte I, ci(t) = e Bi(2)

ce qui définit les ¢;(t), & une constante additive pres.

3.5 Exemples de résolution effective en dimension 2

Exemple. Résoudre le systéme différentiel X’ = AX ou :
2 1 1 1 —29 —50
A_(l 2) A_(2 1) A_(IS 31>

Exemple. Résoudre :
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4 | Annexes

4.1 Rappel : Eguations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2 a coefficients constants

Etude. Soit a,b,c € K,aveca#0et f : R— K. On
s’intéresse a :
ay” +by' +cy = f(t) (E)

qui est une équation différentielle linéaire
d’ordre 2 a coefficients constants. I.’équation
homogene associée s’écrit, sous forme matricielle :

X' = AX (Homat)

ot X(t) = (yy,((?)) et A= (_02 _12)

Le polyndme caractéristique de A est :

1
xa(X) = ;(CLX2 +bX +¢)

Définition. On appelle équation caractéristique
de (H) équation :

ar’ +br+¢=0

Théoréme.

Méthode.

On conserve les notations précédentes.

¢ Sile polynéme caractéristique a deux ra-
cines distinctes 71 et ro, alors :

Sy = Vect (t — et t— e”t)

e Si le polynéme caractéristique a une ra-
cine double 7g, alors :

Sy = Vect (t — el f— te”’t)

Méthode.

Remarque. Dans le cas particulier, mais fréquent en phy-
sique, ot K = R et ou I’équation caractéristique admet
deux racines distinctes complexes conjuguées r =+ iw,
ona :

So = Vect (t = "' cos(wt), t — e sin(wt))

= {t— Ae" cos(wt + ), A, ¢ €R}

On recherche une solution particuliere de
I’équation :

ay’ + by + cy = AeM
avec a, b, c, \, A des scalaires.

e Si A n’est pas racine de I’équation caractéris-
tique, on cherche une solution sous la forme :

t — BeM

e Si A est racine simple de I’équation caractéris-
tique, on cherche une solution sous la forme :

t — BteM

e Si X est racine double de I’équation caractéris-
tique, on cherche une solution sous la forme :

t — Bt?eM
On recherche une solution particuliére de
I’équation :
ay” + by + cy = Acos(wt) (resp. Asin(wt) )
avec a, b, ¢ des coeflicients réels et w # 0.
e Siiw (et donc —iw) n’est pas racine de 'équation
caractéristique, on cherche une solution sous la

forme :

t — Acos(wt) + psin(wt)

e Siiw (et donc —iw) est racine simple de 'équa-
tion caractéristique, on cherche une solution
sous la forme :

t — At cos(wt) + pt sin(wt)

4.2 Complément : utilisation du wronskien pour les EDL scalaires d’ordre 2

Résultat. Dans le contexte des équations différen-
tielles linéaires scalaires d’ordre 2 :

y" +a(t)y' +b(t)y =0 (H)

Si 'on connalt ¢ une solution particuliere de
Iéquation homogene (H), on peut utiliser le

2024-2025

wronskien pour déterminer une deuxieme solu-
tion de (H), indépendante de ¢.

Si 9 est une autre solution de (H), et W le wronskien de (¢, 9),
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on a, pour tout t € I :
W(t) = o)y’ (t) — ¢ ()3(t)
et W/(t) = ¢(t)¢'(t) — ¢" () (1)
= o(t)( = a(t)¥'(t) — b(t)¥(t))
—¥(t) (= a(t)e'(t) — b(t)H(t))
car ¢, € Sy
= —a(t)W(t)

donc W est solution de I’équation différentielle linéaire homo-
gene d’ordre 1 :
Y +a(t)y=0

En notant A(t) = [ a(t) dt une primitive sur I de a(t), il existe
donc K € K tel que :

W(t) = Ke=4®)

On résout I’équation différentielle linéaire du premier ordre :
o(t)y — ¢ (t)y = e A"

ou 'on a choisit arbirtrairement K = 1. Cela nous fournit une
solution de (H) : 'observation du calcul ci-avant montre que W
est solution de y’ + a(t)y = 0 si et seulement si ¢ est solution

de (H). O

Complément : méthode de Lagrange pour les EDL scalaires d’ordre 2

Méthode. Dans le contexte des équations différen-
tielles linéaires scalaires d’ordre 2 :

a(t)y” + B(t)y" +(t)y = () (E)

Si I'on connalt yp une solution particuliere de
I’équation homogene (H), on a intérét a effectuer
le changement de fonction inconnue :

y(t) = 2()yo(t)

Ezxplication. On mene les calculs suivants :

y(t) = z()yo(t)
y'(t) = 2" (H)yo(t) + 2(t)yo(t)
Yy () = 2" (W)yo(t) + 22" (H)yo () + 2()yg (¢)
Pour traduire que y est solution de (E), on fait une combinaision
linéaire de ces trois égalités. Comme yq est solution de (H), les

termes en z(t) se simplifient toujours. On regroupe les termes
en 2"/ (t) et ceux en 2/(t) :

y solution <= Vt € I, a(t)yo(t)z" (t)
+ (2a(t)yy(t) + Byo(t)) ' (1) = (1)

Il s’agit d’'une EDL1 en g, pour laquelle on a donc des formules
de résolution. a

Exemple. On veut résoudre sur ]0, +o00[ I’équation :
22"+t + (2 — 0Pz =0
ou v est un réel positif.

1. Montrer qu’il existe une unique solution de la
forme :

+oo
Ty =1") " apt" (E)
n=0

ou ag = 1. Sur quel intervalle cette solution est-
elle définie ?

2. Dans le cas ou v = =, exprimer toutes les solu-

tions de (F) a l'aide des fonctions usuelles.

Complément : résolution des EDL scalaires homogénes d’ordre n

Proposition. On considére (H) une équation différen-
tielle linéaire homogene d’ordre n a coeflicients
constants :

n—1
Yt = Z aiy™® (H)
=0

de fonction inconnue y nécessairement C*> sur [
intervalle de R.

On note D f = f' endomorphisme de
n—1

C®(I,K), et P= X" — ZaiXi.
i=0

L’équation (H) s’écrit alors :
P(D)(y) =0 (H)

et donc Sy = Ker P(D).
SiP=(X—r)™ ... (X—rp)" estscindé sur K,
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alors :
Sy = {t > Py()e"t + -+ Py(t)e™!,

Vi, P, € Kmi_l[X]}

Preuve. Par le lemme de décomposition des noyaux :

p
Ker P(D) = @5 Ker(D — rild)™
=1

On va donc montrer que, pour r € K et m € N* :
Ker(D = rld)™ = {t = P(t)e”", P € Km—1[X]}

Raisonnons par récurrence sur m.

e Sim =1, Ker(D — rlId) est I’ensemble des solutions de
I'équation y' — ry = 0. On sait que c’est {t — Xe™, X €

R}.
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e Soit m € N*. On suppose que : Alors :
Ker(D —rId)™ = {t — P(t)e", P € Kyn_1[X]}
On a alors : y € Ker(D — rId)™+!
y € Ker(D — rld)™*! = AP €Kpm_1[X], & = P(t)

— y —ry € Ker(D —rld)™ <= 3Q € Kn[X], 2 =Q(1)
— 3P €Kyp_1[X], ¥ —ry = P(t)e" < 3Q € Kn[X], y = Q(t)e™t

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1. 1 t

On effectue le changement de fonction inconnue donc ker(D — rld) ={t— Q(t)e"", Q € Km[X]}

y(t) = z()e", ¥ (t) = 2/ (t)e™ + rz(t)e™ On a établi le résultat annoncé.

a

Exercices et résultats classiques a connaitre

Utilisation des séries entiéres

On considere sur ]0, 1] ’équation :
z(l—2)y" +(1—-32)y —y=0

(a) Déterminer une solution non nulle, développable en série entiére, notée yo.

(b) Résoudre ’équation en effectuant le changement de fonction inconnue :

y(x) = z(x)yo()

Résolution par changement de fonction inconnue

Résoudre sur R ’équation :
(1+e")y" +2e"y + (2" + 1)y =€

en effectuant le changement de fonction inconnue :

z2(x) = (1 +€e")y(z)

Un changement de variable, c’est un changement de fonction inconnue

Résoudre sur ]0, +oo[ I'équation :
1,2y// 4 3xy’ +y= 0

en effectuant le changement de variable z = €.

2024-2025 http://mpi.lamartin.fr
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'Exercices du CCINP |

69.4 Grp 31

1. Déterminer une primitive de & — cos® z.

3

2. Résoudre sur R I’équation différentielle : 4" + y = cos® x en utilisant la

méthode de variation des constantes.

Soit I’équation différentielle : z(xz — 1)y” + 3zy’ +y = 0.

Grp 32

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en
série entiere sur un intervalle |—r, 7 de R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entieres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de z(x —1)y" +3zy’ +y = 0 sur ]0; 1] sont
les restrictions d’une fonction développable en série entiére sur |—1,1[?

On considere les deux équations différentielles suivantes :
2ry —3y=0 (H)
2zy’ =3y =z (E)

Grp 42

1. Résoudre I'équation (H) sur I'intervalle |0, +o00].
2. Résoudre I’équation (E) sur l'intervalle ]0, +o0].

3. L’équation (E) admet-elle des solutions sur l'intervalle [0, +oco[?

'Exercices |

Résoudre sur R I’équation différentielle :
(a) ¥ =3y +2y=0
(b) v" +4y +4y =0
() ¥ =2y +5y=0
(d) ¥y +y=0

Déterminer les solutions réelles de ’équation différentielle :
(a) vy + 2y + 2y =sinx
(b) ¥ +y=2cos®w

Résoudre sur R ’équation :

t—1)y" -ty +y=0

On pourra intuiter deux solutions particuliéres, polynomiale et exponentielle.

69.11
On s’intéresse a I’équation :
Py +ty —y=0 (E)
«

(a) Rechercher des solutions particulieres de la forme y(t) = t*.

(b) Résoudre (E) sur R.

Résoudre ’équation différentielle :

, T
= y=1
y+1+x29

69.12

Résoudre sur R I’équation :
(22t +2)y" —2(t+1)y +2y=0

en recherchant des solutions polynomiales.
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Petits problemes d’entrainement

Soit f continue et bornée sur |0, 4+o00[. On considére 1’équation différentielle :

zy' —y+ f(z)=0

Montrer qu’elle admet une unique solution yg telle que yj, ait une limite nulle
en +00.

Résoudre sur ]0, +oo[ I'équation :

tIn(t)y’ +y =0

(a) Pour n € N*, résoudre I’équation différentielle :
" / 1 inx
n

(b) Démontrer la continuité sur R de la fonction définie par :

(c) Déterminer les fonctions R — C solutions de :

y' +2y +y=g(x)

Déterminer les solutions complexes de I'équation différentielle :

y" —(1+3i)y —4y=0

Résoudre sur des intervalles & préciser, par la méthode de variation des
constantes, I’équation :

y'+y =

Résoudre sur |0, +o0[ I’équation :
2y +ay — (:E2 + i)y =0
en effectuant le changement de fonction inconnue :
y(z) = 2%2(x)
ou « est choisi judicieusement.
On consideére sur |0, 1 'équation :
r(1—2)y”" +(1-32)y —y=0

(a) Déterminer une solution non nulle, développable en série entiere, notée
Yo-

(b) Résoudre ’équation en effectuant le changement de fonction inconnue :

y(x) = z(x)yo(z)

Résoudre sur ]0, +oo[ I’équation :
22y +3xy +y =0
en effectuant le changement de variable z = e.

Soit ¢ une fonction continue et intégrable sur [0, +00[. On considére I’équation
différentielle :

v +qt)y=0 (E)
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(a) Montrer que, si f est une solution de (E) bornée sur [0,+oo], alors

F'@®) =7 O

(b) Soit (h1, he) un systéme fondamental de solutions de (E). Montrer que
le wronskien de (hy, hs) est constant.

(c) Montrer que (F) admet des solutions non bornées sur [0, +oo].

On s’intéresse a I’équation différentielle :
y'+e Ty=0  (E)
On considére f une solution bornée de (E) sur [0, +o0[.
(a) Montrer que f’ admet une limite finie en +o0.
(b) Quelle est la valeur de cette limite.

(c) Soit g une autre solution bornée. En étudiant le wronskien de f et g,
montrer que les fonctions f et g sont liées. Qu’en déduire?

On note B la base canonique de Ma;(R).
(a) Soit f € L(M21(R)). On définit, pour u,v € Moy (R) :

o(u,v) = detp(f(u),v) + detg(u, f(v))

Montrer que ¢ est bilinéaire alternée, et en déduire que, pour u,v €
M21(R) .
QD(U, U) = tI‘(f) detl’)’(ua U)

(b) Soit ¢1,c2 € Mai(R) telles que detg(cy,c2) = 1, et M € M3(R). On
considere le systeme différentiel :

Y =MY  (S)

et on note U (resp. V) la solution de (5) telle que U(0) = ¢; (resp.
V(O) = 02).
Déterminer :

Wt dets(Ut), V(1))
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Exercices

69.1
(a) Déterminer une solution particuliere, puis résoudre sur |0, +oo[ I’équation :
20%y +ay =1
(b) Utiliser la méthode de variation de la constante pour résoudre :
2y —y=xlnz

(c) Déterminer les solutions définies sur R de :

/
Ny =
Ty + 2y 1522

69.2

(a) Résoudre :

42 +x=e"t

(b) Résoudre :
x/,+$/+x:t2+et

(c) Utiliser le changement de variable ¢ = e* pour résoudre sur |0, +oo] :

2y + Aty +2y =1

Déterminer les solutions développables en série entiere de :

oy + dxy + 2y = In(1 + )

2024-2025 http://mpi.lamartin.fr 1/2



(4[4

a3 utaxeuwet  1du//:daqy

S20C-720C

On s’intéresse au systeme différentiel :

1 2
-3

(S) X' =AX on A= | 3
1 0

W =~ O

(a) Montrer que A — I3 est nilpotente.
(b) Calculer, pour tout t € R, exp(tA).

(c) Résoudre () avec la condition initiale X (0) =

Résoudre le systeme différentiel :

¥ =4x — 3y
y = 2x — 3y

Résoudre le systeme différentiel :

{x’ = cos(t)x — sin(t)y

y' = sin(t)x + cos(t)y

On considere le probleme de Cauchy suivant :
¥r=c+y+z z(0) =3
y=x—y+z avec y(0)=

1
Y=xr+y—=z 2(0)=1

Sans résoudre, montrer que I'unique solution est un arc paramétré
tracé dans un plan de R? que I’on précisera. Exprimer ensuite cette
solution.

Résoudre le systeme différentiel :

¥ =dx—2y+eé
y =3z — 1y + 2

On considere I un intervalle, et le system différentiel linéaire ho-
mogene :

vtel, X'(t) = A()X(t) (E)

ot A : I - M,(K) est continue. On note Sy 'ensemble des
solutions de (E).

(a) Pourquoi, a ty € I fixé, &, : X — X(tp) est un isomor-
phisme de Sy sur M,,;(K).

Pour t,ty € I, on note :
R(t, tg) = 0 D,
On l'appelle résolvante en (t,ty) de (E).

(b) Expliquer pourquoi R(t,t) est un isomorphisme. Quelle est
sa réciproque ?

(¢) Comment utiliser R(t,to) pour résoudre (£)?

(d) Expliciter la résolvante R(t,t,) pour ’équation différentielle
scalaire :

n
S
N
a

+IdIN/IdIN
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