SMPI

810
P 4

Denomhurrement
Couwrs 2
1 Ensembles finis . . . . . . ..o 2
1.1 Définition . . . . . . . . e 2
1.2 Propriétés . . . . . .o e 2
1.3 Exemples de cardinaux . . . . . . ... 2
2 Dénombrement d’applications, de parties d’'un ensemble . . . . .. .. ... L 0L 3
2.1 Nombre d’applications . . . . . . . . . .. L 3
2.2 Nombre de parties d’'un ensemble . . . . . . . ... L oL 3
2.3 Fonction indicatrice . . . . . . . . . . . e 3
3 Listes, nombre d’injections . . . . . . . .. . L L 3
4 CombinaiSons . . . . . . . . . e 4
Exercices 4
Exercices et résultats classiques & connaitre . . . . . . . .. ..o Lo 4
Nombre de parties . . . . . . . . . L e e e e 4
Exercices du CCINP . . . . . . . 0 e 5
Exercices . . . . . e e 5
Petits probléemes d’entrainement . . . . . . . .. L L. e e e e 5
2025-2026 http://mpi.lamartin.fr 1/5


http://mpi.lamartin.fr

1.1

1.2

1.3

§ M Pl 810. Dénomhrement

'Ensembles finis

Définition

Définition. On dit qu’'un ensemble F est fini lorsqu’il est vide, ou qu’il existe n € N* tel que F soit en bijection
avec {1,...,n}.
Dans le premier cas, on définit Card(E) = 0. Dans le second cas, n est unique et on définit Card(E) = n.

Propriétés

Proposition. Deux ensembles finis ont le méme cardinal si et seulement s’il existe une bijection entre ces
ensembles.

Remarque. En général, on n’exhibe pas explicitement cette bijection. Mais on décrit les deux ensembles en bijection
par une formulation telle que :
« Définir [tel élément de AJ, c’est définir [tel élément de B] et [tel élément de C] »
qui signifie que A et B x C' sont de méme cardinaux.

Proposition. Soit E un ensemble fini, et A C E. Alors :
o A est fini et Card(A) < Card(F)
e A=F < Card A= CardE.
Proposition. Soit E et F' deux ensembles finis de méme cardinal, et ¢ : E — F. Alors :

 bijective <= ¢ injective <= ¢ surjective

Exemples de cardinaux

Proposition. Soit E et F' deux ensembles finis. Alors F X F est fini et :

Card(E x F) = Card(E) Card(F)

Corollaire. Si Eq, Es, ..., E, sont des ensembles finis, alors £y x Ey X -+ x E, est fini et :

Card(Ey X By x --- x Ep) = Card(E4 ) Card(E») ... Card(E))

Proposition. Soit E et F' deux ensembles finis. Alors F U F' est fini et :
o sil'union est disjointe, Card(F U F') = Card(E) + Card(F);

o en général, Card(EF U F) = Card(E) + Card(F) — Card(E N F).

Corollaire. Si E, Es, ..., E, sont des ensembles finis deux a deux disjoints, alors £y U E;U---U E), est fini et :
P P
Card (U Ei> = Card(E;)
i=1

=1
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Dénombrement d’applications, de parties d’un ensemble

Nombre d’applications

Théoréme.

Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et n. On note F(E, F) = F¥ I'ensemble des
applications : £ — F'.
Alors F'® est fini et :

Card(FF) = p" = Card(F)“™4®

Nombre de parties d’'un ensemble

Théoréme.

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Alors Pensemble de ses parties, P(E), est fini, et :

Card(P(E)) — 9N — 2Card(E)

Fonction indicatrice

Définition. Soit E un ensemble et A une partie de E. On appelle fonction indicatrice de A (ou parfois
fonction caractéristique de A) lapplication :

14: E — {0,1}

1 sizeA
T
0 siz¢A

Proposition. L’application : P(FE)

— {0,1}F est une bijection.
A — 1

A

Listes, nombre d’injections

Définition. Soit E un ensemble. On appelle p-liste d’éléments distincts de E tout p-uplet (x1,...,xzp)
d’éléments de E deux a deux distincts.

Proposition. Si Card(E) = n et p < n, le nombre de p-listes d’éléments distincts de F est :

nn—1)...(n—p+1) = =)

Proposition. Soit E et F' deux ensembles finis, de cardinaux respectifs p et n. Le nombre d’applications
injectives £ — F est :

nn—1)...(n—p+1) = =)

Corollaire. Si F est un ensemble fini de cardinal n, alors :
Card(6(F)) =n!

oit &(E) désigne 'ensemble des permutations de F, c’est-a-dire les bijections : F — E.
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4 |Combinaisons

Définition. Soit E un ensemble. On appelle p-combinaison une partie de F a p éléments.

Lpr eae . n o .
Définition. Pour n,p € N, on appelle p parmi n et on note ( ) le nombre de p-combinaisons d’un ensemble
p

a n éléments, c’est-a-dire le nombre de parties a p éléments.
... n n!
Proposition. Lorsque 0 < p < n, =
—_— p/ pl(n—p)
Remarque. Il est maladroit de systématiquement remplacer un coefficient binomial par son expression factorielle.

Proposition.

(- -0+ e
) (n> - ( ) (n— 1

1) pour n,p > 1

e Pour p >noup<0, (n>0
p

- ()-(.") - 2()-r

Exercices et résultats classiques a connaitre

Nombre de parties

(a) Justifier que (n) =2"
p

p=0

n 2 9
2
(b) Justifier que E < ) = < n) en commencant par remarquer que (n) = (n)( n >
—o \P n p p)\n—p

p

3
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'Exercices du CCINP |

(5102

Soit n € N* et E' un ensemble possédant n éléments.
On désigne par P(FE) I'ensemble des parties de F.

Grp 112

1. Déterminer le nombre a de couples (A, B) € (P(E))” tels que A C B.
2. Déterminer le nombre b de couples (4, B) € (P(E))* tels que ANB = §.

3. Déterminer le nombre ¢ de triplets (4, B,C) € (P(E))® tels que A, B
et C' soient deux a deux disjoints et vérifient AUBUC = E.

'Exercices |

810.3

-1
Soit n € N* et k € {1,...,n}. Montrer que : k(Z) = n(Z_ 1)-
810.4

Pour n € N, calculer Z k(Z)

k=0
[5103]

On appelle main d’un joueur cing cartes issues d’un jeu de 32 cartes.

(a) Combien y a-t-il de mains différentes ?
b) Combien comportent exactement un as?
P

(¢) Combien comportent au moins un as?

)
)
)
(d) Combien comportent exactement un as et un cceur ?
(e) Combien comportent au moins un as ou un cceur ?

)

(f) Combien comportent au moins un as et au moins un cceur ?

Petits problemes d’entrainement

[3103]

Pour F ensemble, on appelle recouvrement de F tout couple (A4, B) tel que
AUB = E. On note R,, le nombre de recouvrements d’un ensemble a n
éléments.

(a) Que valent Ry et Ry ?
(b) Soit E un ensemble de cardinal n.

bl. Pour k € [0,n] et A une partie de F & k éléments, combien y a-t-il
de parties B telles que AUB = FE?

b2. En déduire R,, sous la forme d’une somme, puis simplifier cette
somme.

3107

Soit p,g € Net n € {0,...,p+ ¢}

o e (719) =35 (1), ).

L. 2n "\ 2
(b) En déduire que (n) = Z (k) .

k=0

[5103]

Lorsque I'on énumere, en binaire, tous les entiers de 1 a 1024, combien de fois
utilise-t-on le chiffre 17

[5103]

Soit n € N et E' un ensemble de cardinal n.
(a) Combien y a-t-il de lois de composition interne sur E 7

(b) Combien y a-t-il de lois de composition interne sur E admettant un
élément neutre ?

n
(=
N
(-]
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