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1.2

1.3

gMPI* 84. Espérance et variance

Sauf mention contraire, (£2, .27, P) est un espace probabilisé.

Espérance

On s’intéresse dans cette section aux v.a. réelles ou complexes.

Variables aléatoires réelles positives

Définition. Soit X un v.a. discréte, a valeurs dans R,. I’espérance de X est :

E(X)= Y aP(X=ux)

z€X ()

Remarque.

o Il s’agit de la somme d’une famille au plus dénombrable de réels positifs, cette somme est dans [0, +o00] = [0, +oo[U

{+o0}.

o On peut proposer la méme définition lorsque X est a valeurs dans [0, +oo] = [0, +oo[ U {+0o0}.

o Contrairement & la définition vue en premiére année, on somme une famille indexée par X () au plus dénombrable,

et non par §) qui peut étre tres gros. Cela revient a « regrouper » les épreuves selon leur valeur par X.

Exemple. On lance deux dés, et on note X la variable aléatoire égale a la somme des numéros qui apparaissent

sur les deux dés. Calculer E(X).

Exemple. On considére X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans N*, définie par sa loi en posant :

1

Justifier que 'on définit ainsi une loi de probabilités.
Calculer E(X).

Une formule pour les v.a. a valeurs entiéres

Proposition. Soit X une v.a. a valeurs dans N. Alors :

E(X) = io P(X >n)

Remarque. On peut généraliser cette formule au cas des v.a. a valeurs dans N U {+o0}.

Variables aléatoires réelles de signe quelconque, ou complexes

Définition. Soit X une v.a. discrete, a valeurs réelles ou complexes. Lorsque la famille (zP(X = x))ex(q) est

sommable, on dit que X est d’espérance finie, et on définit :
E(X)= Y aP(X=ux)
z€X ()
Dans le cas contraire, X n’a pas d’espérance.
Remarque.

e X est donc d’espérance finie lorsque Z |z|P(X = z) < +00.
zeX ()

e L’espérance est un indicateur de position de la v.a.

Notation. On note L' I’ensemble des v.a. d’espérance finie.
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Exemple. Quelle est 'espérance d’une variable aléatoire discrete constante, égale a a ?
Remarque. Le résultat reste valable si la v.a. n’est que presque siirement constante.

Proposition. Deux variables aléatoires discretes X et Y admettant la méme loi et ayant une espérance finie
ont la méme espérance.

Définition. Une v.a. est dite centrée lorsqu’elle est d’espérance nulle : E(X) = 0.

Espérance des lois usuelles

Proposition.

Si X ~ % ([1,n]), alors E(X) = " ;L L

o Si X ~ HA(p), alors E(X) =p.
o Si X ~AB(n,p), alors E(X) = np.
1
p

e Si X ~¥(p), alors E(X) = —.
o Si X ~ (N, alors E(X) = A

Exemple. Si A est un événement, montrer que 14 est d’espérance finie, et donner E(14).

Propriétés de I'espérance

Formule de transfert.

Soit X une variable aléatoire discréte et f une fonction définie sur X (Q), a valeurs dans R ou C.

La variable aléatoire f(X) a un espérance finie si et seulement si (f(z)P(X = :c))m ex(a) o5t sommable.

On a dans ce cas :
E(f(X))= Y fl@)P(X =x)

z€X ()

Remarque. On peut appliquer ce théoréme dans le cas d’une v.a. vectorielle. Par exemple, si X et Y sont deux v.a.
réelles, le calcul de E(XY) reléve de la formule de transfert.

Rellep

Exemple. Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs —1,0, 1 avec les probabilités respectives %, % et
Vérifier que E(X?) = Z.

Espérance finie par comparaison. Si X et Y sont deux v.a. telles que |X| < Y et YV est d’espérance finie,
alors X est d’espérance finie et :

[ E(X)] < EY)

Linéarité de I'’espérance. Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles ou complexes d’espérances
finies. Alors pour tout A, u € R, AX + uY est d’espérance finie et :

E(AX + 1Y) = AE(X) + pE(Y)

Remarque. Cela signifie que I'ensemble des v.a. d’espérance finie est un espace vectoriel, et que 'espérance est une
forme linéaire sur cet espace vectoriel.

Exemple. On (re-)lance deux dés, et on note X la variable aléatoire égale a la somme des numéros qui
apparaissent sur les deux dés. Montrer que X est d’espérance finie et calculer E(X).

Positivité de I'espérance.
Si X est positive (i.e. & valeurs dans Ry, alors E(X) > 0.
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Croissance de I'espérance.

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles discrétes d’espérances finies telles que X < Y alors E(X) <
E(Y).

Remarque.

e L’hypothése X <Y signifie que, pour tout w € Q, X (w) < Y(w).

e Le résultat reste vrai si X <Y presque stirement.

Inégalité triangulaire. Si X est d’espérance finie, alors :

|E(X)] < E(X])

D’autres propriétés de |I'espérance

Proposition. Si X est positive et d’espérance nulle, alors (X = 0) est presque-siir.

Proposition. Soit X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes, d’espérances finies. Alors XY est
d’espérance finie et :
E(XY) =E(X) E(Y)

Remarque. Ce résultat peut étre généralisé au cas de n variables indépendantes et d’espérances finies.

| Variance

On s’intéresse maintenant aux seules v.a. réelles.

Définitions

Lemme. Si X2 est d’espérance finie, alors X est d’espérance finie.
Définition. On note X € L? pour dire que X? est d’espérance finie.
Remarque.

e On adonc L? C L.

e Pour X v.a. réelle discréte, on dit que X admet un moment d’ordre p lorsque E(]X|P) < +oc0. Dans ce cas, on
appelle moment d’ordre p de X la quantité E(XP).

e Admettre un moment d’ordre 1, c’est étre d’espérance finie; et alors le moment d’ordre 1, c’est I’espérance.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Soit X,Y € L?. Alors :

e XY est d’espérance finie

. |E(XY)| < VEX?) VEX?).

Remarque. On peut aussi vérifier qu’il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz si et seulement si X et Y sont
proportionnelles presque siirement :

P(X=0)=1loudatq PY=aX)=1
On mesure, d’une certaine facon, les dépendances affines en regardant si on est « loin » de I’égalité dans I'inégalité,

apreés centrage.
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Variance et écart-type

Remarque. Si E(X) est la « valeur moyenne » de la v.a. X, on souhaite contrdler I'écart entre la valeur de X et cette
moyenne : | X —E(X)|. En pratique, Ie carré (X —E(X))? est bien plus facilement manipulable et permet de connaitre
la valeur absolue.

Définition. Pour X € L2, on définit la variance de X par :

V(X) =E ((X - E(X))?)
= E(X?) - (E(X))”

et I’écart-type de X :

Remarque.

e On a vu que espérance est un indicateur de position des valeurs d’un v.a. La covariance et ’écart-type sont des
indicateurs de dispersion de ces valeurs.

e On dit qu’une v.a. est réduite lorsque sa variance vaut 1.
X - E(X)
o(X)

Remarque. Pour calculer une variance, on sera amené & calculer E(X?) ; il sera alors souvent utile de remarquer pour
réaliser ce calcul de série que X (X —1) = X? — X, donc par linéarité de I’espérance, E(X?) = E(X (X — 1)) + E(X).

Proposition. Si o(X) > 0, la v.a. est centrée réduite.

Dilatation, invariance par translation, somme de v.a. indépendantes

Proposition. Soit X € L2. Pour tout a,b réels :

V(aX +b) = a® V(X)

Proposition. Soit X,Y € L?. Alors X +Y € L? et :

VX+Y)=V(X)+ V(YY)

Remarque. Ce résultat se généralise & une somme finie de v.a. indépendantes.

Variance des lois usuelles

Proposition.

n?—1
12

o Si X ~ AB(p), alors V(X) = p(1 — p).

o Si X ~%([1,n]), alors V(X) =

o Si X ~AB(n,p), alors V(X) = np(1 — p).

o Si X ~¥(p),alors V(X) = ! L

o Si X ~ P(N),alors V(X) = A,
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Covariance

On s’intéresse toujours aux seules v.a. réelles.

Définition

Définition. Soit X,Y € L2. On appelle covariance de X et Y le réel :

Cov(X,Y) =E ((X - E(X))(Y — E(Y)))
— E(XY) — E(X)E(Y)

Proposition. Si X et Y sont indépendantes, leur covariance est nulle.

Remarque. La réciproque est fausse. Si la covariance est nulle, X et Y peuvent ne pas étre indépendantes. Elles sont

simplement non corrélées.

Reégles de calcul

Proposition.
e (X,Y)— Cov(X,Y) est une application bilinéaire, symétrique, positive.
e V(X)=Cov(X,X).
o Cov(X +a,Y+b)=Cov(X,Y)
e V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)
e Plus généralement :
V(X1 4+ X)) = iV(Xi) + 3 Cov(Xi, X;)
i=1 i#j

= zn:V(Xl) + 2 Z COV(XivXj)
=1

1<i<j<n

Inégalités probabilistes et loi faible des grands nombres

Inégalité de Markov

Inégalité de Markov.

Soit X une v.a. réelle discrete d’espérance finie. Alors, pour tout a > 0 :

E(X])

P(IX| > a) <
a

Remarque. C’est une majoration de la probabilité que la v.a. prenne de grandes valeurs.

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Soit X une variable aléatoire réelle discréte, telle que X2 soit d’espérance finie.
Alors, pour tout € > 0 :
V(X)

=

P(IX —B(X)] > ¢) <
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Remarque. On peut exprimer le résultat en passant a I’événement contraire :

V(X)
32

P(|IX-EX)|<e)>1-—

Remarque. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de comprendre ce que mesure la variance : pour € > 0 fixé, la
probabilité que I'écart entre X et E(X) soit supérieur a e est d’autant plus petite que V(X) est faible : la variance
donne donc une indication de la dispersion de X autour de son espérance, i.e. sa plus ou moins forte tendance a

s’écarter de sa moyenne.

L’écart-type, qui mesure aussi la dispersion de X, présente l'intérét de s’exprimer dans la méme unité que les valeurs

prises par la variable aléatoire X .

Exemple. Pour X ~ Z2()\), montrer que :

> =

Loi faible des grands nombres

Loi faible des grands nombres.

sont toutes égales), o = o(X1) (les écarts-types sont tous égaux) et :

Alors, pour tout € > 0 :

2
P(|%-m>e) <z
n ne
et donc : a
P(—n—m >s)—>0
n n—-—4oo

Soit (X;,)nen une suite i.i.d. de variables aléatoires de variance finie. On note m = E(X7) (les espérances

Remarque. Pour déterminer la probabilité d’un événement A, I'idée courante consiste a répéter I'expérience aléatoire
un grand nombre de fois, et observer le nombre d’apparition de I'événement A. Lorsque le nombre d’expérience

augmente, la fréquence d’apparition de A devrait se rapprocher de la probabilité de A.

La loi faible des grands nombres formalise et quantifie cette intuition : En notant p = P(A) et X lindicatrice
de A, on a Xj, ~ B(p) et X\, représente le nombre de fois que A a été observé a I'expérience k. Ainsi, la fréquence

d’apparition de A au cours des n répétitions est la variable aléatoire :

:X1+X2+"'+Xn
n

M,
Par la loi faible des grands nombres,
Ve >0, P(|Mn —p| <e) —— 1
n—-+oo

On peut dire que « M, tend vers p = P(A) » presque siirement.
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5 | Annexes

5.1 Annexe : la formule de transfert

Formule de transfert.

Soit X une variable aléatoire discrete et f une
fonction définie sur X (2), a valeurs dans R ou
C.

La variable aléatoire f(X) a un espérance finie
si et seulement si (f(z)P(X = est

sommable. On a dans ce cas :

E(f(X))= )Y fl@)P(X =z)

zEX(Q)

x))wEX(Q)

Preuve. Notons Y = f(X) (qui signifie la composée f o X).

o Commencons par découper un peu X (2).

Comme X (2) est au plus dénombrable, f(X(2)) =Y (Q)
est au plus dénombrable. On partitionne X () en re-
groupant ses éléments selon leur image par f. On définit
donc :

Yy € Y(Q), Iy = fTH{yHNX(Q) = {z € X(Q), f(x) =y
de sorte qu’on a 1’égalité des événements (Y = y) = (X €
Iy), et (Iy)ycy(q) est une partition de X(Q2) (enfin, un
recouvrement disjoint).

o Montrons maintenant I’équivalence entre « f(X) est d’es-
pérance finie» et « (f(z)P(X = x))zex(q) est som-
mable ».

Pour tout y € Y(Q),

lyIP(Y =y) = [y|P(X € 1)
ly| Z P(X = x) par o-additivité
z€ly

Z |f(z)|P(X = z) par définition de Iy
€Ly

5.2 Annexe : espérance finie par comparaison

%

Proposition.

Preuve.
et X :

Le théoréeme de sommabilité par paquets indique que
(IylP(Y = y))ycy(q) est sommable si et seulement si
(1f(2)|P(X = x))zex () est sommable, ce qui est 1’équi-
valence annoncée.

On peut alors sommer selon les paquets Iy :

> (X r@px =a)

yeY (2) z€ly

> y( > P(X=x)>

yeY () z€ly

> yP(Y =y)

YyeEY (Q)

S f@PX =)

zeX(Q)

par o-additivité
=E(Y)
=E(f(X))

Lorsque 2 est fini ou dénombrable, et

o =P(Q),ona:

E(X) =) P({wh)X(w)

weN

On remarque que Idg est une v.a. a valeurs dans €,
) — K est une fonction. En appliquant la formule de

transfert a la v.a. Idg avec la fonction X, on obtient ’égalité

annoncée.

O

Proposition. Si X et Y sont deux v.a. telles que
|X| <Y et Y est d’espérance finie, alors X est
d’espérance finie et :

[E(X)] <E(Y)

Preuve.

o Décrivons les ensembles X (Q2) et Y (£2) en extension, avec
I et J au plus dénombrables :

X(Q) = {z;, i € I}
Y(Q) ={y;, j€J}

On veut montrer tout d’abord que |X| est d’espérance
finie. On calcule donc, dans [0, +00] :

8/18
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E(X|) =) || P(X =)

i€l
- Z|xi|<ZP(X =Y :y]->
el JjeJ

par les probas totales

|z |P(X =z, Y = yj)

>

(2,5)€IXJ

par paquets
Introduisons donc la famille :
(lzi|P(X = 23, Y = y5)) (i,5)e1x 7
On peut affirmer que, pour tout ¢,j :
|z;|P(X =23, Y =y;) Sy; P(X =2;,Y = y;)
car, si P(X = z;,Y = y;) = 0, c’est une inégalité tri-
viale, et sinon les valeurs z; et y; sont atteintes par

les v.a. X et Y sur une méme épreuve w, qui réalise
(X =z;) N (Y =y;) donc |z;| = | X (w)| K Y(w) = y;.
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On calcule, dans [0, 4-00] (Y est positive) :

>y P(X =w,Y =vy;)
(4,4)€IXJ

= Z (Z%‘P(X = z;,Y = y;) par paquets
jEJ i€l

= Z y; P(Y = y;) par les probas totales
jeJ

=E(Y)

< +oo par définition

Donc, par majoration, la famille (|z;|P(X = z;,Y =
Yj))(s,5) est sommable et donc | X| est d’espérance finie.

¢ Reprenant les deux calculs précédents, on a :

E(X)= >

(i,§)EIXT

< >
(4,5)€IxJ

=E(Y)

|zi|P(X =24, Y = y;)

5.3 Annexe : linéarité de I'espérance et conséquences

Linéarité de I'espérance. Soit X et Y deux variables
aléatoires discretes réelles ou complexes d’espé-
rances finies. Alors pour tout A € R, AX et X +Y
sont d’espérance finie et :

E(AX) = AE(X) et E(X +Y) = E(X) + E(Y)

Preuve.

e Calculons, dans [0, +o0] :

E(|XX]) = Z |[Az|P(X = z) par transfert
zeX ()
=Y [elP(X =a)
zEX(Q)
— A E(X])

< +o00 par hypotheése

donc AX est d’espérance finie, et on peut calculer :
E(A\X) = Z AxP(X = z) par transfert
zeX ()

=\ Y aP(X=u)

zeX ()
= AE(X)

 Calculons, dans [0, +0o0] :

BIX+Y)= >

(z,y)EX(Q)XY ()

|z +ylP(X =2,Y =vy)

par transfert

(lz| +yhP(X =2, Y =y)

>

(z,9)€X ()XY (Q)

- >

(z,y) X (2)XY ()

>

(=) €X ()XY (Q)

=Y RIPX=2)+ Y WPy =y

zeX(Q) YyEY (Q)

|z|P(X =z,Y =y)

[y|P(X =z,Y =y)

par paquets
=E(X]) +E(Y])
< 400

2024-2025

donc X + Y est d’espérance finie, et on peut calculer :

BEX+Y)= Y

(=) €X ()XY (2)

r+yP(X =2Y =y)

par transfert

= Z zP(X =z,Y =y)
(z,y)EX(Q)XY ()

>

(z,9)EX ()XY (Q)

aP(X =z)+ Y yP(Y =y)

yP(X =2,Y =y)

-y

TEX(Q) yeY(Q)
par paquets
=E(X)+E(®Y)
a
Positivité de I’espérance.
Si X est positive, alors E(X) > 0.
Preuve. On calcule, dans [0, +00] :
E(XX)= > aP(X=a1)
zeX ()
>0
par positivité de chaque x € X (). a

Croissance de I'espérance.

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles
discretes d’espérances finies telles que X < Y
alors E(X) < E(Y).

Preuve. Par hypotheése, Y — X > 0 donc E(Y — X) > 0.
Comme X et Y sont d’espérance finie, on a par linéarité
E(Y) — E(X) > 0. O

Inégalité triangulaire. Si X est d’espérance finie,

alors :

[ E(O < E(XT)

Preuve. On suppose X d’espérance finie. On a X < |X]| et
—X < |X|, donc par croissance et linéarité de l’espérance,
E(X) < E(JX]) et —E(X) < E(|X|). On a donc montré que :

| E(X)] < E(1XT])
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Proposition. Si X est positive et d’espérance nulle,
alors (X = 0) est presque-str.

Prewve. Ecrivons :
0=E(X)
= Z zP(X = x)
z€X(Q)
=0P(X=0)+ » aP(X=x)
zeX(Q)
z#0

C’est une somme nulle de termes positifs, puisque tous les x
sont > 0, donc pour tout z € X(2) non nul, P(X = z) = 0.
Alors, par o-additivité :

P(X#0)= > P(X=1)=0
IG);(OQ)

C’est donc que P(X =0) =1 : X = 0 presque siirement. O
Proposition. Soit X et Y deux variables aléa-

toires discretes indépendantes, d’espérances fi-
nies. Alors XY est d’espérance finie et :

Preuve. On calcule, dans [0, +00] :

E(XY)= >

(z,y) EX(Q)XY ()

lzy| P(X =2,Y =y)

par transfert

< Y RPE=p)PY =y

(z,9)eX ()XY (2)

par indépendance

:( > \x|P(X=x)>( > \yIP(Y=y))

zEX(Q) YEY (Q)
par le théoréme de Fubini positif
= E(|X]) E(]Y])
< 400

donc XY est d’espérance finie, et on peut calculer :

E(XY)= >

(z,y)eX ()XY (22)

ryP(X =z,Y =vy)

par transfert

< D> aP(X =2)yP(Y =y)

(z,y)EX ()XY (Q)

par indépendance

:( 3 a;P(sz))( > yP(Y:y))

z€X(Q) yeEY (Q)
E(XY)=E(X) E(Y) par le théoréme de Fubini
= E(X)E(Y)
|
Annexe : inégalités de Markov, de Bienaymé-Tchebychev, loi faible des grands nombres
Inégalité de Markov. E(IX|) = E(X|1x|3a) + B(IX|1)x|<o) par linéarité
N—_——— ——
>0
e i e P > (X1 0)
P ' > E(al|x|3q) car |[X(w) > a lorsque w € (|X] > a)
E(|1X1) =aB(lx|3a)
Pl X|>a) < —= -
(X1 > a) < a =aP(|X| > a)
O

Premiére preuve. Soit X € L' et a > 0. Minorons I’espérance

de |X| :
E(|X|) = Z |z|P(X = x) par transfert
zeX ()
= Y lPX=2)+ Y [zP(X=2)
TEX(Q) 2EX(Q)
|z|>a |z|<a
>0
> Y aP(X =)
zeX(Q)
|z|Za
= aP(|X| > a) par o-additivité
Ce qui justifie I'inégalité annoncée. |

Deuziéme preuve. Soit X € L' et a > 0. Remarquons que :

|X| = X1 x>0 + X1 x|<a

10/18 http://mpi.lamartin.fr

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Soit X une variable aléatoire réelle discrete,
telle que X2 soit d’espérance finie.
Alors, pour tout € > 0 :

P(IX —E(X)| > <) <

Preuve. On applique I'inégalité de Markov & (X — E(X))?2

et a2 :
P(IX —E(X)| > a) = P(X — E(X))* > a®)
par positivité de a et | X — E(X)|
_ B((X — B(X))*

/
¥
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84. Espérance et variance

Loi faible des grands nombres.

Soit (X, )nen une suite i.i.d. de variables aléa-
toires de variance finie. On note m = E(X7)
(les espérances sont toutes égales), o = o(X;)
(les écarts-types sont tous égaux) et :

S 1 3T - Ty 2o b 2

Alors, pour tout € > 0 :

2
P<&—m’>5><g—

n ne2
et donc :
Sh
Pll—-m|>2e] ——0
n n——+oo

Preuve. Appliquons I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a ST"
On calcule d’abord :

HORICE=—S
n n
1
:ﬁv(xl‘f""Xn)

1
=3 (V(X1)+ -+ V(Xn)) par indépendance

1
2
=—0o
n2
T n
Ainsi :
S, . o2
Pll=-m|2e) <L =—
n g2 ne2

Annexe : la loi de Poisson comme loi des événements rares

On considére un centre d’assistance téléphonique susceptible
d’étre appelé par m clients. On veut modéliser par une loi de
probabilité le nombre N d’appels que ce centre regoit pendant
un intervalle de temps donné T' (par exemple, T' = 1 heure).
On appelle (X;)1<i<m le nombre d’appels du client ¢ pendant
cet intervalle de temps, et on suppose que X; ~ A(p), c’est-a-
dire que le client appelle une fois, ou n’appelle pas. On suppose
d’autre part que les X; sont indépendantes.

On a ainsi N = X; 4+ Xa + --- + X,;,, somme de m variables
de Bernoulli indépendantes, donc N ~ %(m, p) est une variable
binomiale. On sait qu’alors :

E(N) =mp

On suppose connaitre cette espérance : on sait qu’il y a en
moyenne A appels pendant un intervalle de temps T'. Et donc,
on peut conclure que :

A
N~%A (m, —) avec m « grand »
m

2024-2025

Pour k € [0,m] :
(M (2) (-2

st gt (Y2

au voisinage de m — +o00, k fixé

k emln(l—i)

P(N = k)

m

————

de limite e

Sans légitimer le remplacement de # (m, %) par Z(\), ce cal-
cul explique l'utilisation de la loi de Poisson comme « loi des
événements rares ». Des calculs numériques montrent que, pour

m assez grand, ’approximation est bonne.
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gMPI* 84. Espérance et variance

Exercices et résultats classiques a connaitre

Un calcul d’espérance

84.1

@
On note, pour tout n € N* : p, = —.
n2n
(a) Déterminer v pour que la famille (n, p,)nen+ soit la loi de probabilité d’une variable aléatoire discréte X.
(b) X admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

(¢) Quelle est I'espérance de la variable aléatoire Y = (In2)X — 17

Une v.a. dont la loi est définie par récurrence

Soit A > 0 et X un variable aléatoire a valeurs dans N. On suppose que :

Vn € N*, P(X:n):%P(X:n—l)

(a) Déterminer la loi de X.

b) Déterminer l'espé deY = —.
(b) Déterminer l'espérance de X+l

Un couple de v.a.

On lance une piéce amenant pile avec la probabilité p (0 < p < 1), jusqu’a l'obtention de deux piles au total.
On note X le nombre de faces alors obtenues.

Si X = n, on met n 4+ 1 boules numérotées de 0 & n dans une urne, et on tire une boule au hasard. On note Y
le numéro de la boule obtenue.

(a) Déterminer la loi de X. Calculer E(X).
(b) Déterminer la loi du couple (X,Y), et en déduire la loi de Y. Calculer E(Y).

(¢) On définit la variable aléatoire Z = X — Y. Montrer que Y et Z sont indépendantes.

Longueur d’une séquence homogene

On consideére une suite (X,,),>1 de variables aléatoires i.i.d. suivant une loi de Bernoulli de parametre p € ]0,1],
et modélisant le jeu de Pile ou Face infini, o P = 1 et F = 0. On s’intéresse a la longueur L; de la premiere
séquence homogene, et a la longueur Lo de la deuxiéme séquence homogene.

Par exemple :

L
(Xp(@))ns1 = (PPPPFFFFFPPFFFP)

Ly

Ici, la premiére séquence homogene a pour longueur L;(w) = 4 et la deuxiéme Lo(w) = 5.
(a) Quelle est la loi de Ly 7 son espérance ?
(b) Déterminer la loi du couple (L1, Ls).

(c) Calculer I’espérance de Lo.
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'Exercices du CCINP |

Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

Un joueur tire successivement, cinq boules dans cette urne.

Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire
tirée, il perd 3 points.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches
tirées.

On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.

GNP 95.1

1. Dans cette question, on suppose que les cing tirages successifs se font
avec remise.

(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

(b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires  valeurs dans N? dont la loi est

donnée par :
1 j+k
(J+k) (2>

ejlk!

Grp 97

V(j k) € N*, P((X,Y) = (j, k) =

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Prouver que F [2X +Y] existe et la calculer.

Une secrétaire effectue, une premiere fois, un appel téléphonique vers n cor-
respondants distincts.

On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que,
pour chaque appel, la probabilité d’obtenir le correspondant demandé est p

(p €10,1]).
Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

Grp 98

1. Donner la loi de X. Justifier.

2. La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, cha-
cun des n — X correspondants qu’elle n’a pas pu joindre au cours de la
premieére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a) Soit 7 € [0,n]. Déterminer, pour k € N, P(Y = k|X =1).

(b) Prouver que Z = X +Y suit une loi binomiale dont on déterminera
le parametre.
Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, I’égalité suivante :

n—1i\(n\ __[(k\(n
k—i)\i)  \i)\k)
(c) Déterminer l'espérance et la variance de Z.

84.8 Grp 99

1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2. Soit (Y},) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi
et et telle que Yn € N, Y, € L2,
n

On pose S, = ZYk'
k=1

V(Y1)
na?

S,
Prouver que : Va € ]0, +oo|, P (‘; - E(11)| > a) <

3. Application
On effectue des tirages successifs, avec remise, d’'une boule dans une
urne contenant 2 boules rouges et 3 boules noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir a plus de 95% que
la proportion de boules rouges obtenues restera comprise entre 0,35 et
0,457
Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli
ol Y; mesure l'issue du i°™° tirage.

Soit A € 10, +o0].
Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N*.

On suppose que Vn € N*, P(X =n) =

Grp 100

n(n+1)(n+2)
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1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R définie par

T S ey

2. Calculer A.
3. Prouver que X admet une espérance, puis la calculer.

4. X admet-elle une variance ? Justifier.

84.10 Gip 102
Soit N € N*.

Soit p € ]0,1[. On pose ¢ =1 —p.

On consideére N variables aléatoires X7, Xo, -+, Xy définies sur un méme es-

pace probabilisé (2,4, P), mutuellement indépendantes et de méme loi géo-
métrique de parametre p.
1. Soit ¢ € [1, N]. Soit n € N*.
Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).
2. On consideére la variable aléatoire Y définie par Y = Min (X;)

c’est-a-dire Yw € Q, Y(w) = Min (X3 (w), -, Xny(w)), Min désignant
« le plus petit élément de ».

(a) Soit n € N*. Calculer P(Y > n).
En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).
(b) Reconnaitre la loi de Y. En déduire E(Y).

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé.

1. (a) Soit (A1, A2) € (]0,400])>.
Soit X7 et X5 deux variables aléatoires définies sur (92,4, P).
On suppose que X; et X5 sont indépendantes et suivent des lois
de Poisson, de parametres respectifs A et Ao.
Déterminer la loi de X7 + X5.

(b) En déduire l'espérance et la variance de X7 + Xo.

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 3.
On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d’une boite formée de trois

Grp 103.1

Grp 104

compartiments identiques également numérotés de 1 a 3.

On lance simultanément les n boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.
Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui a chaque expérience aléatoire fait corres-
pondre le nombre de compartiments restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.

2. (a) Déterminer la probabilité P(X = 2).

b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.

b

)

)

a) Calculer E(X).
) Déterminer

(
(
3. (
( nllﬂloo E(X). Interpréter ce résultat.

Grp 106

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et a valeurs dans N.
Elles suivent la méme loi définie par : Vk € N, P(X = k) = P(Y = k) = pg*
oupel0,1lfetg=1—p.

On considére alors les variables U et V définies par U = Sup(X,Y) et
V =Inf(X,Y).

1. Déterminer la loi du couple (U, V).

2. Déterminer la loi marginale de U.
On admet que V(2) =N et que, Vn € N, P(V =n) = pg**(1 + q).

3. Prouver que W =V + 1 suit une loi géométrique.
En déduire 'espérance de V.

4. U et V sont-elles indépendantes 7

NP 108.12

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace proba-
bilisé (€2, A, P) et a valeurs dans N.
On suppose que la loi du couple (X,Y") est donnée par :

V(i) € N2 P(X =) 0(Y =) = gy

1. Déterminer les lois de X et de Y.
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2. (a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire Iespé-
rance et la variance de X.

(b) Déterminer l’espérance et la variance de Y.

k
On admet, dans cet exercice, que : V¢ € N, V& € ]-1,1], Z( )xkq

k>q
Xk 1
converge et que kz <q) zh1 = m.
=q

Grp 111.2

Soit p € 10, 1].

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé.

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (92, A, P) et a valeurs dans
N.

On suppose que la loi de probabilité du couple (X,Y") est donnée par :

(Z> (é)np(l —p" sik<n

0 sinon

V(k,n)eN?, P(X=k)Nn(Y =n)) =

2. (a) Déterminer la loi de Y.
(b) Prouver que 1+ Y suit une loi géométrique.

(c) Déterminer I'espérance de Y.

'Exercices |

Soit X ~ Z(\). Déterminer 'espérance de

1
Soit X ~ ¥(p). Déterminer 'espérance de <

Soit X et Y deux v.a. indépendantes géométriques de parametres p et ¢ res-
pectivement. Calculer l'espérance de Max(X,Y).

1
X+1

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On suppose qu’il existe
k €10, 1] vérifiant :

VneN, P(X =n)=kP(X >n)

Déterminer la loi de X, puis calculer son espérance et sa variance.

On s’intéresse aux visiteurs d’'un magasin, et on suppose que leur nombre
quotidien suit une loi de Poisson de parametre A > 0. On suppose que chaque
client a la probabilité p € ]0,1[ d’effectuer un achat, et que sinon, il ne fait
que regarder. Sur une journée, on note X; le nombre de clients ayant effectué
un achat, et X5 le nombre de ceux qui n’ont pas réalisé d’achat.

(a) Déterminer la loi de Xj.
(b) Calculer la covariance de X; et Xo.

(c) Les variables X; et X5 sont-elles indépendantes ?

Soit N € N* fixé.

Une urne contient N jetons numérotés de 1 & N. On effectue une suite infinie
de tirages d’un jeton avec remise dans 'urne du jeton tiré.

On note, pour tout i € N*, X; la variable aléatoire égale au numéro du jeton
obtenu au i-eéme tirage.

On note, pour tout n € N* : §,, = X5 +--- + X,,.

Calculer, pour tout n € N*, I’espérance et la variance de S,,.

1 \"
On note py = 5 et, pour tout n € N* : p,, = <3) .

(a) Montrer que (pn)nen est une distribution de probabilités.

On considére X une v.a. & valeurs dans N dont la loi est donnée par
P(X =n) =pp.

(b) Montrer que X est d’espérance finie, et la calculer.
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(c) Montrer que X admet une variance et la calculer.

84.23
Soient Xi,...,X,, des variables mutuellement indépendantes suivant une
2

méme loi d’espérance m et de variance o=.

(a) On pose

Calculer espérance et variance de X,,.
(b) On pose
Vi, =

1 - = \2
n_lz(Xian)

i=1
Calculer 'espérance de V,,.

On lance 3600 fois un dé équilibré. Minorer la probabilité que le nombre d’ap-
parition du numéro 1 soit compris entre 480 et 720.

Soit n > 1 un entier et X une v.a. suivant la loi géométrique ¢ (%)

1
(a) Montrer que P(X > n?) < —.
n
1
(b) Montrer que P(|X —n| >n)<1— —.
n
1
En déduire que P(X > 2n) <1 — —.
n

Petits problemes d’entrainement

“

Soit @ € RT*. On considére deux variables aléatoires X et Y & valeurs dans
N vérifiant : “

(a) Déterminer la valeur de a.

(b) Déterminer la loi de X et la loi de Y. Montrer que X et Y admettent
une espérance et calculer E(X) et E(Y).

(c) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

(d) On pose Z = X +Y. Déterminer la loi de Z. Montrer que Z admet une
espérance et calculer E(Z).

[5a27]

300 personnes vont voir un film projeté dans deux salles de cinéma. Chaque
salle contient N places, ou 150 < N < 300.

Déterminer une valeur de N pour que la probabilité que chaque personne
trouve une place dans la salle qu’elle a choisie soit supérieure & 0.99.
Proposer un code Python permettant d’en faire le calcul exact.

On se propose d’analyser le sang d’une population de N individus pour y
déceler ’éventuelle présence d’un virus dont on sait qu’il affecte une personne
donnée avec la probabilité p indépendamment des autres.

On dispose pour cela de deux protocoles :

Protocole 1 :

On analyse le sang de chacun des N individus.

Protocole 2 :

On regroupe les individus par groupe de n (on suppose N divisible par n).
On rassemble la collecte de sang des individus d’'un méme groupe et on teste
I’échantillon. Si le résultat est positif, on analyse alors le sang de chacun des
individus du groupe.

(a) Préciser la loi de la variable aléatoire X égale au nombre de groupes
positifs.

(b) Soit Y la variable aléatoire déterminant le nombre d’analyses effectuées
dans le deuxieme protocole.
Exprimer 'espérance de Y en fonction de n, N et p.

(¢) Comparer les deux protocoles pour les valeurs N = 1000, n = 10 et
p=0,01.
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Soit (X, )nen une suite de v.a. telles que, pour tout n € N, X,, ~ %Z(p). On
fixe k € N. Montrer que :

P(X, <k) ——0

n—-+oo

Soit (X, )nen+ une suite i.i.d, de variables centrées, a valeurs dans [—1,1].

22

(a) Montrer que, pour tout z € Ry, ch(z) <e'z.
On pourra utiliser les séries entiéres.
En déduire que, pour A € Ry et z € [-1,1] :

)\2
eM < e 4+ xsh

(b) Montrer que, si X est une variable aléatoire centrée a valeurs
dans [—1,1], on a, pour tout A € Ry :

2

AX A —AX A2
E(e )gexp > etE(e )gexp >

(¢) Montrer que, pour tout a € R, si A >0 :

P(X > a) < e ME(e™)

(d) Montrer que, pour tout n € N* et tout a € Ry :

1 &« a?
P ( - ;:1 X;| = a) < 2exp (—2>
84.31

On considére une suite (X,,)nen+ de variables aléatoires indépendantes sui-
vant toutes la méme loi de Bernoulli de parametre p avec 0 < p < 1. Pour
tout n de N*, on pose :

Bl

Sn: 1+ + n7 Yn: n+ n+1 Tn: 1+

+Yn
n 2 ’ n '

(a) Justifier : Ve > 0, lim P<|S,,, —p| > 5) =0.
n—-+oo

(b) bl. Soit n € N*. Donner la loi et I'espérance de Y.

b2. Soient n,m € N* tels que n < m.
Les variables aléatoires Y;, et Y;,, sont-elles indépendantes ?

(¢) Montrer : Ve >0, lim P<‘Tn —p’ > 5) =0.
n—-4o0o

Soit (X, )nen+ une suite i.i.d. suivant toute une loi de Bernoulli de parameétre
p€]0,1[.
Pour r € N*, on définit une v.a. en posant :

Tr:Min<{n€N*, X1+~'~+Xn:r}U{+oo})

La variable T, est & valeurs dans N* U {+o00}, et s’interpréte comme le rang
du r-eme succes.

(a) Pour n € N*, calculer P(T, = n).

(b) Montrer que (T, = +00) est négligeable.

(¢) Soit Y7,...,Y, des v.a. indépendante suivant chacune une loi géomé-
trique de parametre p. Montrer que Y| + -+ + Y. ~ T,..

(d) En déduire l'espérance et la variance de T..

Soit A € M,,(R) une matrice dont les coefficients sont des v.a. indépendantes,
suivante toutes la loi uniforme sur {—1,1}. Calculer E( det(A)) et V(det(A)).

Soit X une v.a. et (X, )nen une suite de v.a. sur le méme espace probabilisé
(Q, 4, P).

(a) Montrer que ’ensemble des w € Q tels que X, (w) P X (w) est un
n—-+0o0

événement.
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On dit que (X,,), converge presque siirement vers X lorsque :

P(Xn 4>X) -1

n—-+oo
On dit que (X,,),, converge en probabilité vers X lorsque :
Ve > 0, P(\Xn—X\ >e) — 0
n—-+00
(b) Montrer que la convergence presque siire entraine la convergence en
probabilité.

(c) On suppose que, pour tout € > 0, il y a convergence de la série
ZP(|Xn - X| > 5). Utiliser le lemme de Borel-Cantelli pour mon-
trer que (X,,), converge presque siirement vers X.

(d) Montrer que la convergence en probabilité de (X,,), vers X entraine la
convergence presque stire d’une suite extraite (Xg,(n))n vers X.

Soit (X,,), une suite de v.a. deux & deux indépendantes et suivant toutes la
méme loi d’espérance et de variance o2. On pose :

1
Sy = E(Xl + X))
et on veut montrer que P(Sn e p) =1.
n—-+oo
(a) Montrer que ’on peut supposer p = 0.
On suppose désormais que p = 0.

(b) Soit € > 0. Montrer que :

2

g
P(|Sp] >¢) < —
(150l > €) < =

(c) Etablir que la suite extraite (S,,2)men- converge presque siirement
vers 0.

Pour n € N*, on note m = [/n] et :
1
Tn = ﬁ(sz—o—l"_"_Xn)

(d) Soit € > 0. Montrer que :

202

P(IT,] > ¢) < 3/222

(e) Conclure que (Sy)nenz converge presque siirement vers 0.

Pour n € N* et z € [0,1], on consideére X, , une variable aléatoire suivant la
loi A(n,z). On considére f : [0,1] — R une fonction continue et on note :

Xn x
Yoo=1F (n) pour tout z € [0, 1]

(a) Montrer qu’il existe B, (f) € R[X] tel que :

Yz € [O, 1], E(Yn,x) = Bn(f)(z)

Soit € > 0.
(b) Montrer que :
1By (f)(2) = f(2)| < &+ 2/ flooP([Yne — f(2)] > €)

puis qu’il existe n > 0 tel que :

|Bn(f)(z) — f(z)| <e+ 2Hf||oop(|an - nx\ = nn)

(c) En déduire que :

1/ 1l
2nn?

[Bn(f)(x) = f(z)| < e+

puis que (B, (f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

IdING
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