§MP| / MPI* 901. Préparation & L'oral - Réduction
'Exercices de niveau 1

Mines-Télécom
2 -1 2
On considére la matrice A= [ -1 2 2 |. Déterminer les a € R tels que (a™A™),, converge.
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Soit n un entier > 2. Soit A € M,,(R) telle que :

ccINP

A7éIn7 A#_Ina A2:In
(a) Montrer que tr(A) = nmod 2.
(b) Montrer que tr(A4) < n — 2.

Mines-Télécom
On considére la matrice :

S

Il
el e e
O = O OO
OO R OO
O = O OO
— e e

Sans calcul, déterminer :
e le rang de W,
e les valeurs propres et vecteurs propres de w;

e si W est diagonalisable.
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Soit E un espace vectoriel de dimension n € N*, et v € £(F) un endomorphisme nilpotent.

ccINP

(a) Montrer que, pour tout a € R, Idg — au est inversible.
(b) Soit v € L(F) tel que uov =vou.

bl. Montrer que v est inversible si et seulement si u + v est inversible.
Indication : écrire u + v comme composée de deux applications.

b2. Montrer que det(u + v) = det(v).
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Pes e st

On considere la matrice :

Mines-Télécom

1 1 11
10 0 0
A_1000
1 0 0 O

Déterminer le rang de A, sans calcul, son image et son noyau.
A est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser en minimisant les calculs.
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Soit A, B € M, (R) telles que AB — BA = B.

ccINP

(a) Montrer que AB* — B¥ A = kB* pour tout k € N.
(b) Montrer que det(B¥) det(A — kI,,) = det(A) det(B*).

(¢) Si B est inversible et A valeur propre de A, montrer que A + 1 est aussi valeur propre de A. En déduire
que det(B) = 0.

(d) Trouver deux matrices A, B € M3(R) telles que AB — BA = B.

cc-INP
Soit A, B € M, (R), P € R[X] et M définie par blocs : M = <OA ﬁ) € M2, (R)
(a) Montrer que, si A est semblable & B, alors P(A) est semblable & P(B).
(b) Calculer M*.
(¢) Exprimer P(M) en fonction de P(A), A et P'(A).
(d) En déduire que, si M est diagonalisable, A I’est aussi.
(e) Montrer que, si A n’est pas inversible et M diagonalisable, alors A est nulle.
cc-INP

(a) Enoncer le théoreme de Cayley-Hamilton.

(b) Soit A, B,C € M, (C) avec C # 0 et telles que AC' = CB.
bl. Montrer que, pour tout k € N, A*C = CBF.
b2. En déduire que, pour tout P € C[X], P(A)C = CP(B).
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b3. Montrer que le produit de deux matrices est inversible si et seulement si chaque matrice est inversible,
en déduire que A et B ont une valeur propre commune.

(c) cl. Montrer que si X et Y sont deux matrices colonnes non nulles, alors XY " est non nulle.

c2. Montrer que, si A et B ont une valeur propre en commun, il existe une matrice C' # 0 telle que
AC =CB.

cc-INP

Soit A € M,,(C) et B = (61 é) € Ma, (C).

(a) Donner le rang de B en fonction de celui de A.

(b) Montrer que, pour tout P € C[X]: P(B) = (P(OA) PE)A)) + P(0) <8 _II">

(c) Montre que, si B est diagonalisable, alors A est diagonalisable.
(d) Que penser de la réciproque ?

Mines-Télécom
Soit E' un espace vectoriel, s € L(E) une symétrie. Pour u € L(E), on note :

o(u) = %(uoersou)
(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de L£(E).
(b) Calculer ¢?(u). En déduire un polynéme annulateur de .
(c) Est-ce que ¢ est diagonalisable ?
Epnmadfnsnpef el ey pice e o e o s

Mines-Télécom
(a) Soit M € M, (Z). Que peut-on dire des coefficients de la comatrice de M ?

(b) Soit A, B € M,,(Z) telles que det(A) et det(B) sont premiers entre eux. Démontrer qu’il existe U,V €
M, (Z) telles que :

AU + BV =1,

et donner une méthode permettant de calculer explicitement un tel couple.

(c¢) On considére & nouveau A, B € M,,(Z) telles que det(A) et det(B) sont premiers entre eux. En utilisant le
théoréeme de Cayley-Hamilton, démontrer I’existence de deux polynémes P, Q € Z[X] tels que les matrices
P(A) et Q(B) vérifient :

AP(A) + BQ(B) = I,
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'Exercices de niveau 2

Centrale 1
0

Soit Y € M,,_1.1(C) une colonne non nulle, z € Cet A = (YT

}Z/) Onnotea=Y'Y.

a onner la définition de polynome minimal et de polynome caracteristique.
D la définition d lyno inimal et d lyno
(b) Montrer qu'il existe A, u € C tels que :

xa=X""2(X = N)(X —p)
C alculer A + et + et en déduire x4 en fonction de n, o et z.
(c) Calculer A+ et A2 + p2 déduire y 4 en fonction d

(d) Discuter du rang de A%. Déterminer le polynéme minimal de A selon que « est nul ou non.

Soit « € Ket fo : M+ MT + aM, définie sur M,,(K).

Centrale

(a) fo est-elle diagonalisable ?
(b) Pour quelles valeurs de « f,, est-elle diagonalisable ?

(¢) Déterminer les éléments propres de f,.

On considére f ’'endomorphisme de R® représenté par :
2 -1 1
A=10 1 1
-1 1 1

Mines-Ponts

dans la base B.
(a) Préciser ses valeurs propres. A est-elle diagonalisable ?

(b) On note u un vecteur propre associé a la plus grande valeur propre, v associé a 'autre valeur propre et k
de coordonnées (0,0, 1) dans la base B.
Montrer que :

B =Matg (f) =

O O N
o = O
— 2 O

ot B' = (u,v, k) et a est & préciser.
(c) Pour n € N, déterminer B" et en déduire A",
(d) Quedfinbenns Que dire de dim Vect(Is, A, A2, A3,...)?
Epmminr naiffc s pusfif plsicnss reprises faseaf

Soit M € M,(C) et p > 2 tel que M admet Ay, ..., A, valeurs propres distinctes. On suppose :
Vi € [2,p], [Ail < [Ai (*)
Pour k € N tel que tr(M*) # 0, on définit :

Centrale

(ML
t(M) = tt(r](W]\/[k))
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(a) Montrer que (t) est définie & partir d’un certain rang et converge.

(b) Montrer que, si (x) n’est pas vérifiée, ce n’est pas toujours vrai.

1 0 0
(c) Soit A=1-2 3 1
4 -4 -1

cl. Montrer que A est semblable & B =

O O =
o = O
== O

Ak
c2. Déterminer la limite de -

Epaminenr pliafsypmpefhique gut v domande e puarcne mefhode Sourein, pour (p o o plafituinnc analyse syahose. (eifun

Soit A € M, (R). Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

Mines-Ponts

(i) 0 est racine de x4(X), d’ordre de multiplicité n ;

ii) A est semblable & une matrice de la forme N0 ou N et U sont des matrices de M, (R) qui sont
0 U

respectivement nilpotente et inversible.

'Exercices de niveau 3 |

X
Soit A, B € M, (R) de rang 1 telles que tr(A) = tr(B). Montrer que A et B sont semblables.
901.18

X

Pour A € M,,(C), on pose :
R(A) = {M € M, (C), M? = A}

(a) Déterminer le cardinal maximal d’une famille de matrices de R(I,,) non semblables deux & deux.
(b) On suppose A diagonalisable avec n vp distinctes. Déterminer le cardinal de R(A).

(
(d

)
)
c¢) Est-il vrai que si A est diagonalisable, toutes les matrices de R(A) le sont ?
) Toute matrice A de M,,(C) admet-elle une racine carrée ?

)

(e) On pose U,, = {I,, + N, N nilpotente}. Montrer que toute matrice A de U,, admet une unique racines
carrée dans U,.

X

Soit A € M,,(C) telle que tr A™ ———— 0. Montrer que les valeurs propres de A sont de module strictement

m——+oo
inférieur a 1.

Exercices de la banque CC-INP

63, 67 a 75, 83, 88, 91
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