gMPI/ MPI* 902. Préparation a I'oral - Algebre bilinéaire

1 |Exercices de niveau 1

cc-INP
On note E = M,;(R). Pour X,Y € E, on définit (X,Y)=X"Y.

(a) Montrer que (-,-) définit un produit scalaire.

(b) Soit A € M, (R). Montrer que : Im(A4)* = Ker(A").

(c) Soit Y €e E.Onnote f: F — R

X = [JAX-Y|
Montrer que f(X) = Zlgg(f(Z)) si et seulement si AT (AX —Y) = 0.

cc-INP

1
Pour f,g € E = C2([0, 1], R), on note ¢(f,g) = / g+ 1'd.
0

(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
(b) Onnote F={f e E, f(1)=f(0)=0}et G={f € E, f’"= f}. Montrer que F O G = E.
(¢) Pour a,b € [0,1], on pose Eqp ={f € E, f(0) =a et f(1) = b}.

cl. Trouver un élément fy dans E, p, puis montrer que E,p = {fo+ f, f € F'}.

c2. Trouver le projeté orthogonal de fy sur G.

1
(d) ef wte aufre question von Traifée, Peut-éfre : En déduire . Igf / h? + h'%.
Elayb Jo

Exantinateur qui viivlervient que raremtent el pose des questions sur [e cours,

Soit f un endomorphisme bijectif dans F euclidien, tel que :

Mines-Télécom

VI,y € E7 <f(17)7y> = _<I7f(y)>
(a) Montrer que f(z) et x sont orthogonaux.
(b) Montrer que s = f o f est autoadjoint.

(c) Soit a une valeur propre de s et V, son espace propre associé. On fixe z € V, ~ {0}.

cl. Montrer que : (s(x),z) = al|z|* = —||f(z)|* et en déduire que a < 0.

c2. Montrer que F = Vect(z, f(z)) et F+ sont stables par f.
(d) ef fautres questions..

Exantinateur assez wiavtingue qui w'hésile pas i couper pendanil (es explicalions, i vedt afler vite, [orsqu'on est boqué, if vous fai passer i (a quesfion suivavile,

cc-INP
R3 est muni de son produit scalaire canonique (|) et de sa norme euclidienne associée || . ||.
On appelle endomorphisme stabilisant un endomorphisme f de R? tel que Vx € R®, (f(x)|z) = ||z
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(a) Soit h € L£(R3) dont la matrice dans la base canonique est M = [ -1 1 1

Montrer que h est stabilisant.
(b) bl. Soit f un endomorphisme stabilisant différent de Idgs. On pose g = f — Idgs.
Montrer que Vz € R?, (g(x)|z) = 0.

b2. Montrer que 0 est la seule valeur propre possible de g.
En étudiant le degré de x4, montrer que 0 est valeur propre de g.

(c) cl. Montrer que V(x,y) € (R*)?, (z|g(y)) + (g(x)|y) = 0.
¢2. Monrer que Im(g) et Ker(g) sont orthogonaux.

(d) Soit e; un vecteur unitaire de R? associé & la valeur propre 0 pour g.
Soit ey un vecteur unitaire tel que es € Im(g).
Montrer que g(ez) # 0.

g(e2)

llg(e)ll”
Montrer que C = (e1, ez, e3) est une base de R®.

On pose eg =

(e) Ecrire la matrice de f dans C.

2 | Exercices de niveau 2

Mines-Ponts

On note E = M,,1(R) muni de son produit scalaire canonique (-,-). On considére A € S,,(R) et A\ < -+ < A,
ses valeurs propres.

(a) Montrer que, pour tout X € E, (AX, X) <\, || X%

(b) Autres questions du style :
Montrer que :

ou Vj, est 'ensemble des sous-espaces vectoriels de £ de dimension k.

Centrale
Soit I, = — / T e
oit [ = — the” 2 dt.
b V2T J o
S POy eR X [ p 2d
oit ¢ : , € Ry = —— t)Q(t)e =z dt.
¢ 1 (PQERIXE S —= [ POIQY
(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R, [X].
(b) On admet que Iyp = Ir =1 et I; =0 et n = 2 dans cette question.
Déterminer une b.o.n. (Py, Py, P2) de Ra[X] pour ¢.
(¢) Montrer qu’il existe une b.o.n. (Py,..., P,) de R,[X] pour ¢, échelonnée en degrés.
902.7
Centrale

Soit A, B € M, (R). On veut montrer :
ATA=B"B < W e0,R), B=UA

2/3 http://mpi.lamartin.fr 2024-2025


http://mpi.lamartin.fr

gMPI/ MPI* 902. Préparation a I'oral - Algebre bilinéaire

(a) al. On suppose B inversible. Montrer le résultat.

? ;) d’inconnue X € M5 (R).

a2. Application : résoudre I'équation X T X = (
(b) On suppose ATA = BTB.

bl. Montrer que Ker A = Ker B puis que rg(A) = rg(B). On note r ce nombre.

b2. Montrer que les valeurs propres de AT A = BT B sont positives. On les note :
M2 A > A== A =0
b3. Montrer qu’il existe une base orthonormée (e1,...,€,) de R™ telle que :

Vi e {1, .. .,n}, ATAGL' = \€;

1
b4. On pose, pour i € {1,...,7}, ¢, = ——=Ae;. Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormée de

VA
Im(A).

b5. Montrer qu’il existe U € O,,(R) telle que B = UA.

Mines-Ponts

Soit A € ST (R) et B € S,(R). On se propose de montrer qu'il existe P € GL,(R) et D diagonale réelle telles
que :
A=P'Pet B=P'DP

(a) Montrer qu'il existe R € GLy,(R) telle que A = RT R.

(b) Conclure qu’il existe P et D solutions du probléme posé.

3 | Exercices de niveau 3

Soit S € M,,(R) une matrice symétrique de valeurs propres : Ay < ---
Onpose: E={(X,Y) eR" xR", | X||=|Y||=1et (X,Y) =0}.
Montrer que : A, —A; =2 Sup |X'SY].

(X,Y)eE

/N
>
S

4 |Exercices de la banque CC-INP

39, 63, 76 a 82, 92
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