§M Pl / M PI * 902. Préparation & Uoral - Algéhre hilinéaire
'Exercices de niveau 1

Soit M € M5 (R) telle que :

o, (11
ouJ<1 1).

(a) Déterminer les valeurs propres de J. En déduire les valeurs propres éventuelles de M.

ccINP

M*+M=1J

(b) Trouver un polynéme annulateur de M. Montrer que M est diagonalisable.

(¢) Déterminer les matrices M solutions.

Mines-Télécom

On munit 'espace M,,(R) du produit scalaire canonique. Calculer la distance de la matrice M = (1)
I’espace F' des matrices de trace nulle.

On munit C°([0, 1], R) du produit scalaire :

1<iyj<n @

Mines-Télécom

(f.g) = / F(tg(t)

On pose ey : t+1,e; : ttet F = Vect(eg,e;). Calculer la distance de ey : ¢+ t2 & F.

Soit p,q € N*, et M € M, 4(R).

Mines-Télécom
(a) Montrer que, pour tout A # 0 :
ANESp(MMT) <= \eSp(M"M)

(b) Montrer que, pour A # 0, les dimensions des espaces propres de MM T et M T M sont les mémes.

(c) Relier les polynémes caractéristiques de MM " et de M " M.

ccINP
On munit M, (R) de son produit scalaire canonique.
(a) Montrer que S,(R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux.
0 2 1
(b) Déterminer la distancede M = | 2 0 2] a S3(R).
-1 -1 0
902.6
ccINP

On munit R™ de son produit scalaire canonique, et on fixe v € R™ \ {0}.

.
(a) On pose H, = I,, — Qﬁ. Montrer que H, € O,(R).
v
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(b) Quelle est la nature de ’endomorphisme de R™ canoniquement associé a H, ?
(c) Soit ,y € R™ non nuls et de méme norme.

cl. Montrer que les vecteurs x — y et = + y sont orthogonaux.
c2. Montrer qu’il existe V € O,,(R) telle que Vz = y.

ccINP

On munit R™ de son produit scalaire canonique. Soit A € M,,(R). On note u 'endomorphisme de R™ canoni-

quement associé & A et w celui associé a AT.

(a) Montrer que :
Vr,y € E, (u(x),y) = (z,w(y))
(b) Montrer que, si un sous-espace F' est stable par u, alors F'- est stable par w.

1
(¢) On choisit ici A =

O~ =

0
1

O~ =

cl. Calculer x 4. Les matrices AT et A sont-elles diagonalisables dans M,,(R) ?

c2. Déterminer les sous-espaces stables par wu.

On note £ = M,,;(R). Pour X,Y € E, on définit (X,Y) = X"Y.
(a) Montrer que (-,-) définit un produit scalaire.
(b) Soit A € M, (R). Montrer que : Im(A)* = Ker(A").

(c) Soit Y € E.Onnote f: E — R
X - ||AX-Y|
Montrer que f(X) = Zln};(f(Z)) si et seulement si AT (AX —Y) = 0.
€

1
Pour f,g € E = C2([0, 1], R), on note ¢(f,g) = / g+ 1'g.
0

(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

cc-INP

cc-INP

(b) Onnote F={f e E, f(1)=f(0)=0}et G={f € E, f" = f}. Montrer que F O G =E.

(c) Pour a,b € [0,1], on pose Eqp = {f € E, f(0) =a et f(1) =0b}.

cl. Trouver un élément fy dans E, p, puis montrer que Eq, = {fo+ f, f € F}.

c2. Trouver le projeté orthogonal de fy sur G.

(d) e rnewireqeesfornocfiadfe Pesfzhe . En déduire | Inf / e
0

a,b

Epmmiscfrpinissarmcncf e s o s o

Soit f un endomorphisme bijectif dans F euclidien, tel que :

vay € Ev <f(x),y> = —(x,f(y)>
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(a) Montrer que f(x) et x sont orthogonaux.

(b) Montrer que s = f o f est autoadjoint.
(c) Soit a une valeur propre de s et V, son espace propre associé. On fixe x € V, \ {0}.

cl. Montrer que : (s(z),z) = al|z||* = —| f(x)||* et en déduire que a < 0.
c2. Montrer que F = Vect(z, f(z)) et F+ sont stables par f.

(@) e qeerfons-

Epaminfoun sty maiague i hSfe pos i coper pendf e xplisefions. vl e Lot Bl dyrons pfpussen (o
ot sssnf.

R? est muni de son produit scalaire canonique (|) et de sa norme euclidienne associée || . ||.
On appelle endomorphisme stabilisant un endomorphisme f de R? tel que Vo € R®, (f(x)|z) = ||z

cc-INP

1 1 -1
(a) Soit h € L(R®) dont la matrice dans la base canonique est M = [ -1 1 1
1 -1 1

Montrer que h est stabilisant.

(b) bl. Soit f un endomorphisme stabilisant différent de Idgs. On pose g = f — Idgs.
Montrer que Vz € R3, (g(x)|z) = 0.
b2. Montrer que 0 est la seule valeur propre possible de g.
En étudiant le degré de x4, montrer que 0 est valeur propre de g.

(c) cl. Montrer que ¥(z,y) € (R*)?, (z|g(y)) + (9(z)|y) = 0.
¢2. Monrer que Im(g) et Ker(g) sont orthogonaux.

(d) Soit e; un vecteur unitaire de R? associé & la valeur propre 0 pour g.
Soit ey un vecteur unitaire tel que ez € Im(g).
Montrer que g(es) # 0.

g(e2)

llg(e2)ll”
Montrer que C = (ey, ez, e3) est une base de R3.

On pose ez =

(e) Ecrire la matrice de f dans C.

2 |Exercices de niveau 2

Mines-Ponts
+o0
(a) Montrer que (P, Q) = / e 'P(t)Q(t) dt définit un produit scalaire sur R[X].
0
Soit n > 2.

n
(b) On note P = Z a; X" le projeté orthogonal de —1 sur Veet (X ") 1<ign-
i=1
Montrer que, pour tout k € {1,...,n} :

1+ ai(k+1)(k+2)...(k+i) =0
i=1
puis exprimer a;.
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(¢) En déduire :

+oo
Inf / e "1 +at+---+at™)?dt
(a1,...,an)ER™ 0

Mines-Ponts
(a) Soit U,V € S (R). Montrer qu'il existe R € ;7 (R) et en déduire que tr(UV) > 0.

(b) Soit I un intervalle ouvert de R, f : I — M,,(R) dérivable et P € R[X]. Montrer que a : ¢+ tr P(f(t))
est dérivable et calculer o’.

(c) Soit A, B € S;7(R) telles que B — A € S;F(R. Montrer que :
tr(exp(A)) < tr(exp(B)

Mines-Ponts

Soit E un espace euclidien de dimension n € N*, et S la spheére unité de E. Soit © € S(E) un endomorphisme
autoadjoint de E, V un sous-espace vectoriel de F, G ’ensemble des sous-espaces vectoriels de E qui sont de
dimension k. On note Ay < --- < A, les valeurs propres de u.

(a) On considére ’ensemble :
A= {{u(z),z),z €V NS}

Montrer qu’il admet un maximum et un minimum.

(b) Montrer que :

Mip(u(e). ) = Min (Mo (u(2). 1)

omnmindfenr o sympa T (e faine ofaide forsquc [on e, A boif e g manacs. f miarrfe poe passen & ffon 7 enmepliquacef
Uicee posr Lo slpfon-ceque e ik pas e [fomps e funsr
Centrale 1

(a) al. Enoncer le théoréme spectral.

a2. Donner la définition de S, (R) et démontrer :
A€ SHR) < Sp(4) CRy

(b) bl. Soit M € M,(R)et ¢ : O,(R) — R
U — tr(MTU)
Montrer que ¢ admet un maximum.

Dans la suite du sujet, on considére Uy € O, (R) tel que ¢(Up) = Ul\/(19a>(<R) o(U).
e n

b2. Soit A€ A,(R)et v : R — R
t = o(exp(tA)lo)
Montrer que 1 est bien définie, dérivable en 0 et donner deux expressions de ’(0).

(c) Montrer que MUy * € S;F(R). Qu'en déduire ?
Mines-Ponts

On note E = M,,1(R) muni de son produit scalaire canonique (-,-). On considére A € S, (R) et \y < -+ < A\,
ses valeurs propres.
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(a) Montrer que, pour tout X € E, (AX, X) <\, || X%

(b) Montrer que :

ou V} est 'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension k.

Centrale
1 +oo B t2 d
SoitI.:—/ t"e” = dt.
b V2T J o
S PO er, X2 L [ prome2a
oit ¢ : , eR, = — t)Q(t)e” z dti.
o1 (PQERIXE S —= [ POQY
(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R, [X].
(b) On admet que Iyp = Ir =1 et I; =0 et n = 2 dans cette question.
Déterminer une b.o.n. (Py, P1, P») de Ry[X] pour ¢.
(¢) Montrer qu’il existe une b.o.n. (Py,..., P,) de R,[X] pour ¢, échelonnée en degrés.
902.18
Centrale
Soit A, B € M, (R). On veut montrer :
ATA=B"B < W e0,R), B=UA
(a) al. On suppose B inversible. Montrer le résultat.
a2. Application : résoudre I'équation X ' X = (? ;) d’inconnue X € My (R).
(b) On suppose ATA = BTB.
bl. Montrer que Ker A = Ker B puis que rg(A) = rg(B). On note r ce nombre.
b2. Montrer que les valeurs propres de AT A = BT B sont positives. On les note :
M3 A > A == Ay =0
b3. Montrer qu’il existe une base orthonormée (ey,...,€,) de R™ telle que :
Vie{l,...,n}, AT Ae; = N\ie;
. 1 ,
b4. On pose, pour i € {1,...,r}, e, = ——A¢;. Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormée de

\/)\71,
Im(A).

b5. Montrer qu'’il existe U € O,,(R) telle que B = UA.

Mines-Ponts

Soit A € ST (R) et B € S,,(R). On se propose de montrer qu'il existe P € GL,(R) et D diagonale réelle telles
que :
A=P'Pet B=P'DP

(a) Montrer qu'il existe R € GL,(R) telle que A = R"R.

(b) Conclure qu’il existe P et D solutions du probléme posé.
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'Exercices de niveau 3

X
(a) Soit A € S,(R).
Montrer que A est définie-positive si et seulement si, pour tout k € [1,n], det ((a;;)1<i,j<k) > 0.
(b) On pose Ay = (t\i*j\)lgmgk ot t € R.. Calculer det(Ay).
(¢) On pose :
1
)
LA li =1/ 1< j<n
Démontrer que A est symétrique définie positive.
902.21
X
Soit E = C°([0,1],R), muni de || - [|s. Déterminer les formes linéaires continues ¢ sur E telles que, pour tout
fige E:
p(f9) =0 = @(f) =0 oup(g) =0
902.22
X

Soit S € M, (R) une matrice symétrique de valeurs propres : A\; < -+ < Ap.
Onpose: E={(X,Y)eR" xR", | X||=|Y||=1et (X,Y)=0}.
Montrer que : A, —A; =2 Sup |X'SY].

(X,Y)EE

Exercices de la banque CC-INP

39, 63, 76 a 82, 92
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