gMPI/ MPI* 903. Préparation a I'oral - Topologie, espaces normés

'Exercices de niveau 1

Soit B = {f € C'([0,1],R), f(0) = 0}.

cc-INP

(a) Justifier que E est un espace vectoriel.
(b) On note N(f) = ||flloo + ||f/[|cc- Montrer que N est un norme.

(¢) Montrer que, pour f € E et x € [0,1] :
fa@) = [ o+ roa

(d) On note N'(f) = ||f + f'l|cc. Montrer que N’ est une norme.

(e) Montrer qu’il existe « et § strictement positifs tels que, pour tout f € E :
aN'(f) < N(f) < BN'(f)

Exaninateur cordial, qui (aisse avacer el reviedl plus Tard sur des poinls wial ahordfés,
903.2
cc-INP

On note F l’ensemble des suites complexes n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls, et ¢ : EF — C
I’application définie par :

+00 u
@ (un)nEN — Z 272
n=0

Pour u = (un)nen € E, on pose :

—+o0
lullos = Supun| et flull = Jun|
neN n—0
(a) Montrer que || - o est une norme sur E.
(b) Montrer que ¢ est continue pour la norme || - ||oo, et calculer ||¢]|op-
On admet que || - ||y est une norme.
(c) Montrer que ¢ est continue pour la norme || - |1, et calculer ||¢]op.

(d) Déterminer une norme sur E pour laquelle ¢ n’est pas continue.

'Exercices de niveau 2

Soit P € R[X] tel que e*7P(") — 1. Que peut-on en déduire sur P ?

n—-+oo
903.4
Mines-Ponts

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé et ¢ : E — K une forme linéaire non nulle. Montrer que ¢ est continue
si et seulement si Ker ¢ est une partie fermée de E.

Mines-Ponts
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(a) Soit P € R[X] un polynéme unitaire et de degré n > 1. Démontrer que P est scindé dans R[X] si et
seulement si :
Vz € C, |[Imz|" < |P(2)]

(b) Pour tout entier n > 1, on note U,, 'ensemble des polynémes de R, [X] qui sont unitaires, de degré n et
scindé dans R[X]. Montrer que U,, est une partie fermée de R, [X].

(¢) On note T, 'ensemble des matrices de M,,(R) qui sont trigonalisables dans M,,(R). Montrer que 7, est
une partie fermée de M,,(R).

Soit A € M,,(C). On note S(A) sa classe de similitude : S(4) = {P~1AP, P € GL,(C)}
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si S(A) est une partie fermée de M,,(C).

Mines-Ponts

'Exercices de niveau 3

ENS

Soit E = C°([0,1],R) et F un sous-espace vectoriel de E vérifiant :
3C >0, Vf € F, [[flle < CIfll2
ol || - ||z est la norme euclidienne associée au produit scalaire défini par :
1
()= [ Foygte)de
0

Montrer que F est de dimension finie, et que cette dimension est inférieure & C2.
903.8

ENS
Soit (Ep, || - ||p) une suite d’espaces vectoriels normés et, pour tout p € N, X, une partie compacte de E,,.

peEN

On consideére, pour tout p € N, une suite (2, ,)nen de Xp.
(a) Soit (¢n)nen une suite d’applications strictement croissantes de N dans N. Démontrer que 'application :
Y npgow; oo p,(n)
est strictement croissante de N dans N.

(b) Construire par récurrence une suite (), d’applications strictement croissantes de N dans N ainsi qu’un

élément (ap)pen de [ X, tels que :
pEN

Vk €N, Tk pooproopi(n) o0 Ok

(¢) Démontrer alors, avec les notations de la premiére question, que pour tout k € N :

Lhp(n) 7 Ok

(d) Application : soit a = (ay)nen € £2(N) une suite sommable. On note :
Xo = {u = (un)nGN € Z1(N)v foralln € N, |un| < Oén}

Montrer que X, est une partie compacte de ¢}(N).

Exercices de la banque CC-INP

13, 34 a 41, 44, 45, 54, 61
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