§M Pl / M PI = 903. Préparation & L'oral - Topologie, espaces normés

'Exercices de niveau 1

ccINP
On note E = C[X] et, pour P = Zaka, IP|| = Sup |ag|.
k>0 k20
(a) Montrer que || - || est une norme de E.

(b) Soit b € C. on souhaite étudier la continuité de I'application :

f+E —- C
P — P()

bl. Montrer que, si |b| < 1, alors f est continue.

b2. Etudier la continuité de f lorsque || =1 & aide des polyndmes P, = ZEka.

k=0
b3. Montrer que, si |b| > 1, alors f n’est pas continue.
903.2
Mines-Télécom
1 -1 0
On considére la matrice A= [ —1 2 —1|. Déterminer les a € R tels que (a™A™),, converge.

0o -1 1
(prminfi it pcenjmpressom gl sy dome pregen
Pror st 2 comcafresoms anemifice syl s ropes e fgone e Ty domandioridger e ricerance
(PDPT)" = PD"PT o djuifier quo [ comtengence o (D), diif equinalnfe & celle e (4,),, P mer5uss embourbie fons une
yetpieafion par [ne norme ot ponsse f quand i pronsncs [ sous.unfiplicafele e [ norme: 3 i regarde dpaf ons g e ofme
fomandsfss s geffonseme sl s s i s o fonsr L snel e sens e

Soit (Un)n, (Un)n €t (wy)y trois suites réelles telles que :

Mines-Télécom

Un+1 = 2Up + vy + Wy
VneN, Sopp1 = uy — v, +wy
Wn+1 = Up + Uy — Wy

Déterminer des conditions sur ug, vy et wy pour qu’il y ait convergence des trois suites.
WM W E%w@fpﬂ(@Wﬁ(’MﬁW
903.4

Mines-Télécom
(a) Z est-il une partie fermée de R?

(b) Qu’en est-il de Q? Justifier.

Soit E = {f € ¢([0,1],R), f(0) = 0}.

cc-INP
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(a) Justifier que E est un espace vectoriel.
(b) On note N(f) = |fllsc + [[f'lloc- Montrer que N est un norme.

(c) Montrer que, pour f € E et x € [0,1] :
fa) = [+ o)

(d) On note N'(f) = ||f + f'|lco- Montrer que N’ est une norme.

(e) Montrer qu'il existe « et 3 strictement positifs tels que, pour tout f € E :

aN'(f) < N(f) < BN'(f)

Epmmicfr nfel i s oyl fspacml b

On note F l'ensemble des suites complexes n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls, et ¢ :

I’application définie par :

+o0 u
T2 (un)nGN = Z 272
n=0
Pour u = (un)nen € E, on pose :
+o00
lulloo = Supunl et flulli =) Jux|
neN —
n=0
(a) Montrer que || - ||oo est une norme sur E.
(b) Montrer que ¢ est continue pour la norme || - ||oo, et calculer ||¢]|op-
On admet que || - |1 est une norme.
(c) Montrer que ¢ est continue pour la norme || - |1, et calculer ||¢]|op-

d) Déterminer une norme sur E pour laquelle ¢ n’est pas continue.
¥

cc-INP
E — C

'Exercices de niveau 2

Mines-Ponts

On définit I = |—F + km, § + kn[ et, pour n > 2 :

(En) tan(y) = 2ntan (%)

(a) Montre que (E,) admet au moins (n — 1) solutions sur ]0, n|.
(b) En utilisant (cost + isint)?", déterminer A, B € R[X] tels que :

A(tant)

tan(2nt) = Bltant)

pour tout ¢ ou tout est bien défini.

(¢) Mettre en évidence un polynéme P tel que, dans l'intervalle |0, nx], les solutions de (F,,) soient les solutions

de : )
P(wﬂmm)i‘)
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(d) Dénombrer les solutions de (E,) dans |0, nx].

(e) %?”&#WWW tanx, = xnﬂh{#ww%%wwz x%wu\}wg,o

(5033
Mines-Ponts

Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie, et f : E — F continue. On dit que f est propre si, pour
tout compact K, f~(K) est un compact.

(a) Soit f propre. Montrer que I'image d’un fermé par f est un fermé.

(b) Montrer que f est propre si et seulement si || f(z)]| T 400
z||—+o0

(c) Une application propre est-elle toujours continue ?
Ermsincfr oo iicnseninesonm gy el
[5089]
Centrale 1
(a) Donner une CNS pour que P € C[X] soit scindé simple.
(b) Pour a,b € R, et P = X3+ aX + b, donner une CNS sur a, b pour que P soit scindé simple dans R.
(c) On note I' = {(z,y) € R? t.q. y*> = P(x)}, ot P est le polynoéme de la question précédente. Donner une

CNS pour que I' soit connexe par arc.

903.10

Mines-Ponts
Soit G un sous-groupe borné de GL,,(R). Montrer que G NS, (R) = {I,,}.

903.11

Mines-Ponts
Soit p € N*. On note E = C°([0, 1], R), que 'on munit de la norme infinie. On note Z, 'ensemble des éléments
de F qui s’annulent en au moins p points.

(a) Montrer que Z; est fermé dans E.

(b) Déterminer 'adhérence de Z, pour n’importe quel p dans N*.

903.12

Mines-Ponts
Soit 7 € [0,n]. Déterminer 'intérieur, I'adhérence et les composantes connexes par arcs de l’ensemble des
matrices de rang r de M,,(C).

903.13

Mines-Ponts
On considére 'ensemble des matrices de M,,(C) dont le polynéme caractéristique est scindé & racines simples.
Cet ensembles est-il ouvert 7 Fermé ?

903.14

Mines-Ponts
Soit f : R? — R une fonction continue. Montrer que la restriction de f & un cercle de rayon strictement positif
n’est pas injectif.

903.15
Mines-Ponts
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Soit P € R[X] tel que e*7P(") — 1. Que peut-on en déduire sur P ?

n—-+o0o
Mines-Ponts

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé et ¢ : E — K une forme linéaire non nulle. Montrer que ¢ est continue
si et seulement si Ker ¢ est une partie fermée de F.

Centrale 1

(a) Soit P € R[X] un polynéme unitaire et de degré n > 1. Démontrer que P est scindé dans R[X] si et
seulement si :
Vz € C, |Imz|" < |P(2)|

(b) Pour tout entier n > 1, on note U,, ’ensemble des polynémes de R, [X] qui sont unitaires, de degré n et
scindé dans R[X]. Montrer que U, est une partie fermée de R,[X].

(c) On note T, 'ensemble des matrices de M,,(R) qui sont trigonalisables dans M,,(R). Montrer que 7, est
une partie fermée de M,,(R).

Soit A € M,,(C). On note S(A) sa classe de similitude : S(A) = {P~1AP, P € GL,(C)}
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si S(A) est une partie fermée de M,,(C).

Mines-Ponts

'Exercices de niveau 3

ENS

Soit E = C°([0,1],R) et F un sous-espace vectoriel de E vérifiant :
3C>0,VfeF, [fle <Clfl2
ol || - ||z est la norme euclidienne associée au produit scalaire défini par :
1
()= [ Foygte)de
0

Montrer que F est de dimension finie, et que cette dimension est inférieure a C2.
903.20

ENS
Soit (Ep, Il - ||p) une suite d’espaces vectoriels normés et, pour tout p € N, X, une partie compacte de E,,.

peEN

On consideére, pour tout p € N, une suite (zpn)nen de Xp.

a) Soit (¢n)nen une suite d’applications strictement croissantes de ans N. Démontrer que 'application :
Soit (¢n)ne ite d’ licati trict t i tes de N d N. Dé t r licati

Y npgow; oo p,(n)
est strictement croissante de N dans N.
(b) Construire par récurrence une suite (p, ), d’applications strictement croissantes de N dans N ainsi qu’un
élément (ap)pen de [ X, tels que :

peEN

Vk €N, Tk pooproopi(n) 72 Ok
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(¢) Démontrer alors, avec les notations de la premiére question, que pour tout k € N :

Lhap(n) 7 Ok

(d) Application : soit a = (@, )nen € £1(N) une suite sommable. On note :
Xo ={u = (un)nen € gl(N)a Vn e N, |u,| <o}

Montrer que X, est une partie compacte de ¢}(N).

Exercices de la banque CC-INP

13, 34 a 41, 44, 45, 54, 61
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