§M Pl / M PI = 905. Préparation a L'oral - Suites et séries de fonctions

'Exercices de niveau 1

—1)" +oo
Soit f,(x) = n‘((fn—&)—n) définie sur |0, +oof, et S = Z fn.
’ n=0

(a) Montrer que S est définie sur |0, +o0].
1
(b) Calculer S(1). Montrer que zS(x) = S + S(z+1).

(c) Montrer que S(z) est équivalent a % en 0.
(d) Montrer que S est de classe C*°.
oyt Tt et opdine

Soit f € CY([0,1],R) telle que, pour tout n € N :

1
/ () dt = 0
0
Rappeler le théoréeme de Weierstrass. Prouver que f est nulle.

Montrer que :

+oo 1

On pose S(z) = Z

n=1

nz +n’
(a) Montrer que S est définie sur RY.
(b) Montrer que S est de classe C*.

(¢) Trouver un équivalent de S en +oo.
(@) Uprewreqerfindiffene me suncns s

Soit (an)nen+ une suite décroissante de réels positifs. On pose Vn > 0, Va € [0, 1],

(a) Montrer que ¥n € N*, Vz € [0,1], 0 < un(x) < arz™(1 — x).
Montrer que Z u, converge simplement sur [0, 1].

+oo
(b) On pose Vx € [0,1], u(z) = Z U ().
"~ 1 1

Calculer u(zx) lorsque Vn, a, =1, puis a,, = —, puis a, = —.
n 27!
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n
(¢) cl. On pose Vn, x, = ——. Donner un équivalent simple de z
n

+1

a
¢2. Montrer que Zun converge normalement sur [0,1] < Z — converge.
n

—+o0

(d) On note Vn € N*, Vz € [0,1], R,(x) = Z arz®(1 — z). Montrer que 0 < Ry, (2) < Gpy1-

k=n+1

(e) Déterminer une CNS pour que Z uy, converge uniformément sur [0, 1].

[905.6]

1
Pour n € N, on note u,, = / 2" sin(rx) dz.
0

(a) Etudier la convergence de 3 u,,.

—+oo

T sinx
b) Mont n= dz.
(b) Montrer que Zu /0 o dw

n=0

cc-INP

s iy g e bt s s s,

G e e e
[505.7]

+oo
Pour z € R, on note f(x) = Z

n=1

Arctan(nx)

n2

= 1 2
Ond — = —.
n donne nz::l 2 6

(a) Déterminer xEI—&I-loof(x)

(b) Montrer que f est C! sur R*.
(c) Déterminer lim f'(x).
z—0+t

(d) Déduire le graphe de f.

[905.5]

On note : f : t+ el In(¢).
(a) Montrer que f est intégrable sur |0, 1].

(b) Montrer que :

1
/ e In(t)dt =
0

O sepectedfimenfipse uriagsesons indlcdfon hearensemedfie o comnacisns ma o

[905.9]

On note :
frn ¢ In,+oo]

—
T

E
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(a) Montrer que f, est strictement décroissante sur |n, +ool.

(b) Déterminer les limites de f,, en n™ et en +oo.

(c) Soit A€ R7.

cl
c2
c3
cd

cH

Soit ¢ : R — R une fonction continue telle que : 3C' € R, Vx € R, |p(z)| < 12
T

. Montrer qu’il existe un unique z,, tel que f,(z,) = A.

. Déterminer la limite de (), si elle existe.

. Calculer f,(n+ 1) et déterminer sa limite en +oo.

. Montrer qu’il existe ng tel que, pour n > ng, x,, > n + 1.

s s

—+oo

C

On considere la fonction f définie par : f(z) = p(z) + Z o(z+n)+ oz —n).

(a) Montrer que f est continue sur R.

(b) Montrer que f est 1-périodique.

n=1

cc-INP

(c) On considére g : R — R continue et 1-périodique. Montrer que ¢g est intégrable sur R et que :

/ " p@g(a)dz = / ' f(a)g(a) da

— 00

'Exercices de niveau 2

+oo
et f= an
n=1

(a) Montrer que f est bien définie et de classe C' sur R. La convergence est-elle uniforme sur R ?

1
fn: * € R— — Arctan (£>
n n

(b) Montrer que f(z) P +oo et f'(x) —— 0.

r—r+00

(¢) Donner un équivalent de f’ en +o0.

Soit (an)n € RN telle que la série > ay, converge. On note :

+o0
x
S xr— g ancos<f)
n

n=1

Centrale 1 Pour n > 1, on pose :

On suppose que S a une limite réeelle £ en +00. On souhaite montrer que la suite (a, ), est nulle.
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(a) al. Enoncer Iinégalité de Taylor-Lagrange & un ordre quelconque.

a2. Montrer que S est bien définie sur R.
(b) On suppose dans cette question que la série > a,, converge absolument et que ¢ = 0.

bl. Montrer que S est continue.

b2. Soit m € N*. On pose :
T

N 1 T
I: TER+|—>T ; S(a:)cos(%) dz

Mont lim I(T)=0.
ontrer que  lim (T)=0
b3. Montrer que a,, = 0.

(c) Montrer le cas général.

Centrale
Soit (fn)n la suite de fonctions définies sur R par :
fo=letVneN, Ve eR, frii1(z)=1 Jr/ fn(t)?dt
0
(a) Démontrer que, pour tout n € N et = € [0,1] :
1
<
fn(2) 1—x

(b) Démontrer que (f,), converge simplement sur [0, 1.
On note f la limite simple de cette suite de fonctions.

(c) Soit a €]0, 1[. Montrer que, pour tout n € N et tout = € [0,q] :

ntl 2 \"
_ P
funle) = @I < oy (13
(d) En déduire la continuité de f sur [0, 1.
(e) Démontrer que, pour tout x € [0, 1] :
fo =1+ [ s
0

(f) En déduire expression de f sur [0,1].

905.14
Centrale

Pour x > 0 et n € N, on pose :
1

x4+ 1)(z+2)...(x+n)

un(m) = (

(a) Etudier le domaine de définition et la continuité sur ]0, +oo[ de la fonction :

“+oo
S:z— Zun(x)

n=0

n

(b) Démontrer que, pour tout = > 0, Z '((_>
n!(z

converge.
+n) &
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(¢) Décomposer en élément simples la fraction rationnelle :

1
z(z+1)(z+2)...(x+n)

(d) Démontrer que, pour tout n € N :
e

> e
=n+1 ‘]' h (TL+1)'

J

(e) Montrer que, pour tout N € Net z > 0:

N N ok N Nk +00
Z 1 _ez (-1) :_Z (-1) Z 1
—a(w+1)(z+2)...(z+n) = Elz + k) — Elz + k) P J!
(f) En déduire que, pour tout x > 0 :
® = en:o nl(x 4+ n)

Mines-Ponts

Soit f € C([a,b],R). On suppose que, pour tout n € N :
b
/ 2" f(z)dz =0

(a) Montrer que la fonction f est nulle.

(b) Calculer :
+oo
I, = / e (17D 4
0

(¢) En déduire qu’il existe f dans C(]0, +00[),R), non identiquement nulle, telle que :

—+o0
/ 2" f(z)de=0 VYneN
0

Mines-Ponts

(a) Montrer qu’il existe v € R tel que :

=In(n)+v+ o (1)

n—4oo

T =

n
k=1

(b) On note, pour a > 0 :
fa i Ja,+o0] — R

aw
T (1—7>
T

o Justifier la définition et la croissance de f, sur son ensemble de définition.

¢ Quelle est la limite de f,(z) pour x — +o00?

bl.

b2. On note, pourn >1: I, = / fe(n)In(t) dt.
0
Démontrer 'existence de la suite (Ip,)n>1.
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(¢) cl. Montrer, en justifiant I’existence des quantités étudiées, que :

n—-+oo

—+oo
lim I, = / e ' In(t) dt
0
+oo
¢2. Montrer que / e ! ln(t)dt = —.
0

On définit (uy)n>0 par :

Centrale 1

Vo € [0,1], up(z) =0
1
Vn e N, Vo € [0,1], upt1(x) =2 +/ sin(zy)u, (y) dy
0

(a) Montrer qu’il existe k € |0, 1] tel que, pour tout x € 0,1] :

1 —cosx
0 ——
x

(b) Montrer que, pour tout n, u, est bien définie et continue sur [0, 1].

(¢) Démontrer, en travaillant sur » (w41 — uy), que (uy), converge uniformément.
(d) une woimo#'wv

Soit (an)n>1 telle que a, = O (#) On définit la série d’applications :

n—-+4o0o
Z ap sin(n -)

n>=1

Centrale 1

(a) Montrer la convergence simple de cette série.

+oo
(b) On note f : ¢ +— Z an sin(nt). Montrer que f est continue.

n=1

(c) Déterminer ’ensemble des solutions sur R de I’équation :

7d2:17 + in(nt)
= sin
12 T = sin(n

(d) Déterminer I’ensemble des solutions sur R de I’équation :

dz
— t+x=J(
= ()
On cherchera & exprimer les solutions sous forme de somme de série.

(e) Les solutions sont-elles 27-périodiques ?

Exercices de la banque CC-INP

8al2 14 a19, 27, 48, 53
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