gMPI/ MPI* 906. Préparation a I'oral - Séries entiéres

'Exercices de niveau 1

Mines-Télécom
+oo

Soit f(z) = g a,z" une série entiere de rayon infini.
n=0

(a) Montrer que :

1 —int
a /, f(re dt = Z r’

n=0

(b) (fvte aure quesTion vion Traiée,

On considére

Mines-Télécom

(E) : 4oy +2¢y —y=0

(a) al. Déterminer les solutions développables en série entiere : y(x Z apx”™, et montrer que, pour tout

neN:
an

(2n+1)(2n+2)

Ap+1 =

a2. Exprimer ces solutions a ’aide des fonctions usuelles.
(b) On souhaite résoudre (E) sur |0, +oo].
bl. Que peut-on dire de ’ensemble des solutions ?
b2. Résoudre (E) en posant z = t2.
1)=0

b3. Résoudre le probléme de Cauchy avec {y/((l)) 5
y =

Jai véussi wies deux exos sans indcation, (iaferrogateur tail un wionsieur Trés sqntp, avenatl, i [écoule €T Trés aftentip i Touf ce que je disais, ;Jai eu 20/20, dovc ¢
s'est pluTit bien passé|

cc-INP
On cherche a résoudre I'équation différentielle :
(1 -a)y” —a(l+a)y’ +y=0 (H)
+oo
On cherche les solutions développables en séries entiéres sous la forme f(x) = Z a,x™ et on note r le rayon de
n=0

convergence.

(a) Montrer que f est de classe C? et donner f’ et f”'.

(b) Déterminer (b,), telle que :
(1—a)f"(x) — (1 + ) f' () + f(a fa0+2b n— an—1)x"

(c) Déterminer une relation de récurrence satisfaite par (a, ).
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(d) @uestion vion Trmitee,
O pedt demander : Expliciter les solutions de (H) qui sont développables en série entiére et préciser le rayon
de convergence.
Résoudre (H) par la méthode de Lagrange.

Mines-Télécom

On définit : N
n 1 o0
H, = —et f(x) = H,z"
kZ:l - ot f(z) zzj

(a) Déterminer un équivalent de H,,. En déduire le rayon de convergence de f, noté R.

(b) Pour z € |—R, R[, déterminer f(z).

L cc-INP
Soit Vn > 1, a, = ¢ (n)
n
(a) Déterminer le rayon de convergence de Z anx™.
(b) Calculer sa somme.
906.6
cc-INP
2. 2n
(a) Etude de la convergence simple de (f,,), ou f, : x +— Mﬁ
) 1
(b) Etude de la convergence uniforme en s’aidant de / fn(z)dz.
0
906.7
CC-INP
Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de :
Z n(—l)"xn
n>1
'Exercices de niveau 2
906.8
Centrale

(a) Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiére.

Soit (an)nen une suite complexe telle que la série entiére Y a, 2™ a pour rayon de convergence +oo. On note f
la somme de cette série entiere, et on dit qu’une telle fonction est une fonction entiére.

(b) Soit w un complexe tel que |w| < 1. Montrer que, pour tout k € N :

1 e2iﬂ'k9
1 — ye—2irl g ="
o 1—we =7
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(¢) Soit a € C et R > 0. Montrer que, pour tout z € D(a, R) :

R e2i770

1 .
f(z) = /0 fla+Re* ™) —————— d¢

a+ Re?imd — »

(d) En déduire l'existence d’'une suite (), telle que, pour tout z € C :
“+00
f(2) =) an(z—a)"
n=0

(e) En déduire que si f n’est pas identiquement nulle, alors il existe une fonction entiére g et un entier
naturel m tels que :

VzeC, f(2) = (= — a)"g(2) et ga) # 0

(f) Conclure que, si f n’est pas identiquement nulle, alors pour tout compact K de C :

{z € K, f(z) =0} est fini

On définit, pour n € N :

Mines-Ponts

1
In(t
unz/ ) g4

(a) Montrer que (uy, ), est bien définie. Préciser ses variations et sa limite pour n — +oo.

(b) Calculer uy,4+1 + up. En déduire un équivalent de wu,,.
+o0

(¢) On note S(x) = Z upz™. Déterminer le rayon de convergence et le domaine de définition de S.
n=0

Exantinateur symtpathique qui oonne quelques indices (orsqu'on bloque,

Mines-Ponts
+oo m3n

Soit f(x) = nz:% Gl
Domaine de définition de f et expression de f(x).

Soita>1letVn>=1, a, =

) Mines-Ponts

(a+1)(a+2)...(a+n)

+oo
(a) Trouver le rayon de convergence de g anz™. On pose f(z) = g anx".
n>1 n=1

(b) Montrer que f(x) et Do+ 1)z~ “e”.

x

906.12
Mines-Ponts et Centrale

Pour n > 1, on note D,, le nombre de permutations de [1,n] sans point fixe et on convient que Dy = 1. On
note : N
(o]
D
S(x) = Z ﬁx”

n=0

et R le rayon de convergence de cette série entiere.
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n

n
Mont , tout n € N : n! = Dy.
(a) Montrer que, pour tout n n ,;) <k> k

(b) Montrer que R > 1.
(c) Calculer e*S(z) puis déterminer D,,.

(d) Trouver un équivalent de D,,.

Mines-Ponts
+oo 1
On note f(z) = Ztan < ) x".
n=1 \/ﬁ
(a) Calculer le rayon de convergence R de la série entiére, puis étudier la convergence en +R.

(b) Déterminer la limite en 1 de (1 — z) f(x).

On pose :

Mines-Ponts

+o0 too
f(x)= Zln(n)m" et g(z) = Zln (1 — i) "
n=2 n=2

(a) Déterminer les rayons de convergence Ry et R,.
(

b) Montrer que g est définie et continue sur [—1,1].

)

)
(c¢) Trouver une relation entre (1 — z)f(z) et g(x) sur |—1,1].
(d) Montrer que f peut-étre prolongée par continuité en une fonction continue sur [—1, 1.
)

(e) Trouver un équivalent de g et f en 1.

15 min de préparalion pour 25 i de passage, puis 20 win sur exercice sans préparalion, Examinalear extiémtentent bienveillanl, i meflait en conpianice,
906.15
Centrale

Soit > a, une série convergente de somme S. On suppose S # 0 et on note (S,), la suite de ses sommes
partielles.

(a) Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres :

(b) Montrer que f' =g’ —g.

(¢) En déduire que :

“+oo
(d) Calculer/ f(u)e™™ du.
0

Exercices de la banque CC-INP

2,20 a 24,51
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