§M Pl / M PI = 906. Préparation & L'oral - Séries entiéres

'Exercices de niveau 1

Mines-Télécom
e’ —1

X

Pour z # 0, on pose f(z) =
(a) f est-elle prolongeable par continuité en 07
(b) f est-elle C1?
(¢) Que peut-on trouver d’autre?

Pt chd g ifon. Jeprpese {sb i o

cc-INP

—x

Pour tout  \ {—1}, on note f(z) = 1e+ .
x

(a) al. Justifier que f est développable en série entiére au voisinage de 0.
a2. Déterminer cette série entiere.

a3. Justifier son rayon de convergence.
(b) On s’intéresse a I’équation différentielle :
1+z)y +2+2)y=0 (E)
bl. Montrer que f est solution de (E) sur |—1, +-00[.

b2. Si Z anx” est solution de I'équation (E), déterminer une relation de récurrence satisfaite par les a,,.

b3. Afres puerfrons.

(ol anee [jexercice |7 de [n hangue. Wmﬁww,qmwwmqmqu(%y@mwww, #W?OVMWM{LWW
e pour g Lo plus posibl

Mines-Télécom
—+o0

Soit f(z) = Z ap 2™ une série entiere de rayon infini.
n=0
(a) Montrer que :

1 27

— re e "t dt = a,r"
5 | e .

(b) Ufpewifepusfiomnocfirfe

On considére

Mines-Télécom

(E) : 4oy +2y —y=0

+oo
(a) al. Déterminer les solutions développables en série entiére : y(x) = Z anx’, et montrer que, pour tout
n=0

neN:
an

2n+1)(2n + 2)

Up41 = (
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a2. Exprimer ces solutions a 'aide des fonctions usuelles.

(b) On souhaite résoudre (E) sur |0, +o0].
bl. Que peut-on dire de I’ensemble des solutions 7
b2. Résoudre (E) en posant x = t2.
b3. Résoudre le probleme de Cauchy avec {y/(l) =0
y'(1) =2
e 20/ 20 ome v 5] plf ien pagse

cc-INP
On cherche a résoudre I’équation différentielle :
(1 —2)y" —z(l+a)y +y=0 (H)
“+ o0
On cherche les solutions développables en séries entiéres sous la forme f(x) = Z a,x" et on note r le rayon de
n=0

convergence.

(a) Montrer que f est de classe C% et donner f’ et f”.

(b) Déterminer (b,), telle que :
+oo
2*(1 =) f" (@) = a(l+2)f'(2) + f(2) = ao + Y bu(an — an—1)z"
n=2

(c) Déterminer une relation de récurrence satisfaite par (a, ).

(d) Qeerfinnacfctie

@WM ”(WWW(” Expliciter les solutions de (H) qui sont développables en série entiére et préciser le rayon
de convergence.
Résoudre (H) par la méthode de Lagrange.

Mines-Télécom

On définit :
n 1 —+o0
H, = —et f(x) = H,xz"
2=

(a) Déterminer un équivalent de H,,. En déduire le rayon de convergence de f, noté R.

(b) Pour x € |—R, R[, déterminer f(x).

cc-INP
ch(n)

n

Soit Vn > 1, a, =

(a) Déterminer le rayon de convergence de E anT™.

(b) Calculer sa somme.
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cc-INP
(a) Etude de la convergence simple de (f,,), ou f — 2"
nvergence sim n ———
u verg simp n)n OU A S
; 1
(b) Etude de la convergence uniforme en s’aidant de / fn(z)da.
0
906.9
CC-INP
Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de :
Z n(—l)"xn
n>1
2 | Exercices de niveau 2
906.10
Centrale 1

n
Soit (an)nen une suite numérique, A4,, = E aj.
k=0
(a) Donner la définition du produit de Cauchy de deux séries entiéres et donner une minoration de son rayon
de convergence.

(b) On définit les assertions :

(7) E anx™ a un rayon de convergence de 1.
neN

(i) Z A,2™ a un rayon de convergence de 1.
neN

bl. Montrer que (i) = (7).

b2. Que penser de la réciproque ?

A a
(c) Montrer que E —7;z" et E —T'Lz" ont le méme rayon de convergence.
! n!
neN " neN

Pour n € N, on note u,, la somme des chiffres de I’écriture binaire de n. On pose :

Centrale 1

+o00
Sz Z Upx"
n=0
(a) Soit f : Ry — R4 continue et décroissante. Montrer que :

+oo
S oer [ sar
0
sont de méme nature.
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(b) Donner le rayon de convergence R de Z Upx"™.

(c) Donner une relation vérifiée par S(z?) et S(x).

(d) Exprimer (1 — z)S(x) sous forme d’une somme, puis donner un équivalent de S en R~

Centrale 1

(a) Démontrer le théoréme d’interversion série-intégrale sous convergence uniforme sur un segment.

w/2
(b) Soit f : x> e2VEsin() qs Montrer que f est développable en série entiére sur R..
—m/2

n

+oo

T

¢) Donner un équivalent en +oo de g : = — —
(c) q g §%W2

Centrale

(a) Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiére.

Soit (an)nen une suite complexe telle que la série entiére Y a,2™ a pour rayon de convergence +oo. On note f
la somme de cette série entiere, et on dit qu’une telle fonction est une fonction entiére.

(b) Soit w un complexe tel que |w| < 1. Montrer que, pour tout k € N :

1 e2i7rk6’
T oozine 40 = w
0o 1—we =7

(c) Soit a € C et R > 0. Montrer que, pour tout z € D(a, R) :

R e2i7r(~)

1
f(z) = / Fla+Re@0) BT gy

a4+ Re2imd — »

(d) En déduire lexistence d’une suite (a,), telle que, pour tout z € C :
+oo
fz2) =) an(z—a)"
n=0

e) En déduire que si f n’est pas identiquement nulle, alors il existe une fonction entiere g et un entier
En dédui i ‘est identi t nulle, al il exist foncti tie t ti
naturel m tels que :

VzeC, f(z) =(z—a)"g(z) et g(a) #0
(f) Conclure que, si f n’est pas identiquement nulle, alors pour tout compact K de C :

{z € K, f(#) =0} est fini

On définit, pour n € N :

Mines-Ponts

1
In(t
%=/ ﬂlﬂ&
o 1+t

(a) Montrer que (uy, ), est bien définie. Préciser ses variations et sa limite pour n — +oo.
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(b) Calculer uy41 + uy. En déduire un équivalent de w,,.

+oo
(c) On note S(z) = Z unpx". Déterminer le rayon de convergence et le domaine de définition de S.
n=0

B syopipfusc plgesindics pogon b

Mines-Ponts
+oo x3n

Soit f(z) = nz::o G

Domaine de définition de f et expression de f(z).

Soit a>1letVn=>1, a, =

L Mines-Ponts

(a+1)(a+2)...(a+n)

—+oo
(a) Trouver le rayon de convergence de Z anz™. On pose f(z) = Z anx”.
nz=1 n=1
(b) Montrer que f(z) ~ T(a+1)z~%".

r—r+00

906.17
Mines-Ponts et Centrale

Pour n > 1, on note D,, le nombre de permutations de [1,n] sans point fixe et on convient que Dy = 1. On

note :
+o0

D, .,
S(x) = Z P
n=0 ’

et R le rayon de convergence de cette série entiere.

(a) Montrer que, pour tout n € N : n! = Z <Z> Dy.
k=0

(b) Montrer que R > 1.

(c) Calculer e*S(z) puis déterminer D,,.

(d) Trouver un équivalent de D,,.

Mines-Ponts
400 1
@) t = t — ",
n note f(x) 3:1 an(\/H)x

(a) Calculer le rayon de convergence R de la série entiére, puis étudier la convergence en +R.

(b) Déterminer la limite en 1 de (1 — z) f(x).

On pose :

Mines-Ponts
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(a) Déterminer les rayons de convergence Ry et R,.
(b) Montrer que g est définie et continue sur [—1,1[.

)
)

(¢) Trouver une relation entre (1 — ) f(z) et g(x) sur |—1,1[.

(d) Montrer que f peut-étre prolongée par continuité en une fonction continue sur [—1, 1.
)

(e) Trouver un équivalent de g et f en 1.

5 mine e préprfin e 25 min e o puis: 20 min S exercics s préprfions Spmindfenr efemement ionsef ot melfefen

OCW\W,(X/

Centrale

Soit > a, une série convergente de somme S. On suppose S # 0 et on note (S,), la suite de ses sommes
partielles.

(a) Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres :

+oo a +oo S
Fl) =3 S et gla) = 3 2
n=0 n=0

(b) Montrer que f' =g’ —g.

(¢) En déduire que :

/O " fu)e du = (g() — fla))e

+oo
(d) Calculer/ flwe ™ du.
0

Exercices de la banque CC-INP

2,20 a 24,51
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