gMPl / MPI* 907. Préparation & L'oral - Intégration
'Exercices de niveau 1

Pour n € N*, on note :

cc-INP

(a) Justifier que f,, est intégrable sur [0, 4o00[
+oo
On pose I,, = / fn(x)de.
0

(b) Montrer la convergence de la suite (I,)nen+<. Donner sa limite.

(¢) Déterminer la nature de > (—1)"I, et de >_ I,,.
Indication : on pourra montrer que, pour x > 0, chx < e”.

(d) Quel est le rayon de convergence de > I,z™?

Calculer :

Mines-Télécom

+oo t2
/1 areed

Mines-Télécom

(a) Soit a > 0. Utiliser une intégration par parties pour montrer la convergence de 'intégrale :

+oo o;
sint
/ - dt
1 t

b) Justifier que |sint| > sin?+t.
(b) q

sint
(c) Montrer que f, : t+— Ty est intégrable sur [1, +oo] si et seulement si o > 1.

Pour n € N*, on pose :

Mines-Télécom

“+o00 1
I, = ——d
/o T

(a) Justifier 'existence de I,,.
(b) Déterminer une relation de récurrence satisfaite par I,,.

(¢) En déduire une expression de I,, faisant intervenir des factorielles.

Mines-Télécom

On définit, pour x € R : ¢(x) =
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(a) Montrer que @ est bien définie.

(b) Montrer que ¢ est de classe C* et que : ¢'(z) = p(x) ((p(x) - x)

(c) Montrer une égalité « compliquée » qui s’obtient immédiatement Q/MW()WW mais ‘/Z(L’VC(L (’“{/fw’w‘v{)).

L cc-INP
1
On note, pour n,p € N* : I, , = /0 In(z)" 2P dz et f(z) = s powr e € Dy.
(a) Montrer que I, ), existe.
(b) Montrer que, pourn>1letp>0:1,,= —Lfn,l »
9. p + 1 9.
(c) Montrer que f est intégrable sur |0, 1].
1 +oo 1
(d) Montrer que : / fz)dx = Z —
0 n=1 n
907.7
cc-INP

/2
On pose Vn € N*, u,, = / cos™ (t)dt.
0

(a) Pour tout t € [0,7/2], déterminer lim cos"(t).
n—-+o0o

(b) bl. Montrer que (u,) converge vers 0.

n+1
Un,

n+ 2

b2. Via une intégration par parties, montrer que Vn, u, 4o =
b3. Montrer que Vn, us,+1 7 0 et trouver le rayon de convergence de ZuQonQ”'H.
“+oo
On pose g(z) = Z Ugnp122" 1 lorsque ca existe.
n=0
(c) Montrer que g est solution d’une équation différentielle.

(d) Donner 'expression de g(x).

'Exercices de niveau 2

oo Mines-Ponts
Soit f € C*(Ry,R) telle que / (f'(t)* + 2 f(t)?) dt existe.
0

+oo —+oo +oo
Montrer que f2 est intégrable sur Ry et que / f(t)2dt < 2\// f’(t)th\// t2f(t)at.
0 0 0
907.9
Mines-Ponts

Soit (an)nen une suite réelle strictement positive de limite nulle, et f : Ry — R une fonction continue bornée.
On définit :

+oo an,
In(f)Z/O —— f(z)dz

2 2
ay, +x
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Montrer la convergence de cette suite, et déterminer la valeur de sa limite.

907.10
Pour s € ]1,400], on pose :
+u>1
) =>~
p=1 p

(a) Montrer que ¢ est bien défini, et de classe C* sur |1, +oo].

Pour n € N*, on pose :

1 "
= d

(b) Etudier la convergence et déterminer la limite éventuelle de (uy, ).

(¢) Montrer que, pour tout n € N* :

+o00o 1

=D T D T2

p=1

(d) Démontrer 'existence d’une suite de rationnels (rg)ren= telle que :

+oo
Vn > 3, Un:Z

k=1

nk+1

Soit A € M,,(C). On note Sp(A) son spectre et p(A) = ,\Ns[a(}ix) |A| son rayon spectral.
€5p

On admet que, pour toute norme || - || sur M,,(C) :

p(4) = lim |47

p—+oo

Pour tout réel r > p(A) et k € Z, on pose :

1 27 . . _
J(r k) = %/0 rkHel(kH)e(re‘gIn — A) L6

(a) Pour M € GL,(C), rappeler et justifier Pexpression de M ~! & I’aide de Com(M).
(b) Justifier l'existence de J(r, k).

(c) Calculer J(r, k) pour tout r > p(A) et k € Z.

(d) En déduire, toujours pour r > p(A) :

1

T or

T

27
xa(A) / rel (Com(re’I, — A)) df
0

(e) Déduire de ce qui précede une démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton.

(a) Montrer 'existence d’une constante v telle que :

n
p=1

—In(n) —— v

n—-+o0o

D=
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(b) Démontrer que la fonction z — In(x)e™" est intégrable sur |0, +o0].

(c) Démontrer la relation :

+o0 n n
/ In(z)e™*dz = lim (1 - E) In(z) dz
0 0

n—-+4oo n

(d) Conclure que :
+oo
/ In(z)e™* dz = —v
0

On définit f : [-1,400[ — R
x = /2 In (1 + z cos®(t)) dt
0

Mines-Ponts

a) Justifier le domaine de définition.

(a)
(b) Montrer que f est de classe C! sur |—1, +o0].
(¢) Montrer que f est continue en —1.

(d) Calculer f'(x) en posant u = tan(t).

(e) En déduire /0 In (sin(t)) dt.

(f) f est-elle dérivable en —17
&mm’f?w MMWO, WWWW@LM{MMWMW mewwwﬁw#w%ﬁfww(ﬁm{,w{ﬁ Wers
el

Mines-Ponts

z
(a) Soit ¢ une fonction C* sur [0, 5]. Montrer que : / o(t)sin ((2n + 1)t) dt ——— 0

0 n——+00

(b) Pour n € N, on note :

In:/gwdt’ n:/gwﬂwdtw:/*mmdt
0 sin(?) 0 0 t

Montrer ’existence de ces intégrales.

(¢) Calculer I,, — I,,_1. En déduire la valeur de I,.

(d) En déduire que I = T

(e «W(w(m»w#wj&)

s e dernicr i passer fsaseseferf Spamnfenn cal e e fsendf g dpnnc quel s incfeafions [orsque e b aquass mass quincssemblascif
plis & des pesfes qui des el pmeis sl fon

Mines-Ponts
+ sin(t)

o dt.

Pour z > 0, on note p(z) = /

x

(a) Montrer que ¢ est bien définie.
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(b) Montrer que ¢ est de classe C!.
(¢) Montrer qu’au voisinage de 0, ¢(x) = O(In(z)).

(d) Montrer que ¢ est intégrable sur |0, +o0].
+oo
(e) Calculer / o(z)dz.
0

+oo ;
Sin ¢
Remarque On donne i dt = g

0 t
Ernminfenr sy somsef e quim certf

3 |Exercices de niveau 3

(a) Soit @ > 0. Calculer les intégrales :

1 a 1 o
/ In(1+¢ )dt ot / In(1—1t) dt
0 t 0 t

(b) Soit (an)n € (N*)N telle que I € Pf(N) — Zan soit injective, Py(N) désignant ’ensemble des parties

nel

finies de N. Montrer que :
+o00 1

DT

a
n=0 "

4 | Exercices de la banque CC-INP

25 a 18, 49
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