gMPI/ MPI* 907. Préparation a I'oral - Intégration

'Exercices de niveau 1

Mines-Télécom

(a) Soit a > 0. Utiliser une intégration par parties pour montrer la convergence de 'intégrale :

400 =
t
/ sin it
tOt
1

b) Justifier que |sint| > sin?t.
( q

sint
(c) Montrer que f, : t+— TS est intégrable sur [1, +oo] si et seulement si a > 1.

Pour n € N*, on pose :

Mines-Télécom

+oo 1
I, = / ———dx
o (42"

(a) Justifier 'existence de I,,.
(b) Déterminer une relation de récurrence satisfaite par I,,.

(¢) En déduire une expression de I,, faisant intervenir des factorielles.

Mines-Télécom

2
e T /2

—
/ /2 qt

(a) Montrer que @ est bien définie.

On définit, pour z € R : p(z) =

(b) Montrer que ¢ est de classe C™ et que : ¢'(z) = p(x) (<p(:v) = x)

(c) Montrer une égalité « compliquée » qui s’obtient immédiatement (fai oub(i (expression wiais ¢ &laif polyptontiaf).

L cc-INP
1
On note, pour n,p € N* : I, , = / In(z)" 2P dx et f(z) = — pour x € Dy.
0 X
(a) Montrer que I, ), existe.
(b) Montrer que, pour n>1letp>0:1I,, = —Lln,l »
) p + 1 £
(c) Montrer que f est intégrable sur |0, 1].
1 +oo 1
(d) Montrer que : / f(z)dz = —
0 n=1 n
907.5
cc-INP

/2
On pose ¥n € N*, u,, = / cos™ (t)dt.
0
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(a) Pour tout ¢ € [0,7/2], déterminer lim cos”(¢).

n—-+oo

(b) bl. Montrer que (u,) converge vers 0.

. L . . n+1
b2. Via une intégration par parties, montrer que Vn, u,4o = ?un
n
b3. Montrer que Vn, usg,+1 7 0 et trouver le rayon de convergence de Zu2n+1x2"+1.
+oo
On pose g(z) = Z Ugni1 22" lorsque ca existe.
n=0

(¢) Montrer que g est solution d’une équation différentielle.

(d) Donner 'expression de g(z).

2 |Exercices de niveau 2

Centrale
Soit A € M,,(C). On note Sp(A) son spectre et p(A) = Al\/sla(ﬁ) |A| son rayon spectral.
€Sp
On admet que, pour toute norme || - || sur M,,(C) :
A) = lim |AP|Y/P
p(A)= T[4
Pour tout réel r > p(A) et k € Z, on pose :
1 o k+1_i(k+1)6 (,. .0 -1
J(r k) = — rfTle (re'I, — A) " do
27 0

(a) Pour M € GL,(C), rappeler et justifier Pexpression de M ~! & I’aide de Com(M).

(b) Justifier existence de J(r, k).

(c) Calculer J(r, k) pour tout r > p(A) et k € Z.

(d) En déduire, toujours pour r > p(A) :

L2 i0 T
xa(4) = — re'’(Com(re'’I, — A))  do
2T 0

(e) Déduire de ce qui précede une démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton.

907.7
Centrale

Pour s € ]1,4+00], on pose :
+o0 1
C(s) = Z ];
p=1

(a) Montrer que ¢ est bien défini, et de classe C* sur |1, +oo].

Pour n € N*, on pose :

1 {L‘n
= d
Unp, /0 Tr g pand T

(b) Etudier la convergence et déterminer la limite éventuelle de (uy,),,.
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(¢) Montrer que, pour tout n € N* :

+00 1
Up =
; (np+1)(np + 2)

(d) Démontrer 'existence d’une suite de rationnels (rg)ren- telle que :

+oo
k+1
Vn > 3, Un:§ T’“C(ki_:)
n
k=1

Mines-Ponts

Soit (an)nen une suite réelle strictement positive de limite nulle, et f : R} — R une fonction continue bornée.

On définit : .
L(f) = /O O @) de

2 2
ay, +x

Montrer la convergence de cette suite, et déterminer la valeur de sa limite.

(a) Montrer l'existence d’une constante =y telle que :

n
p=1

—In(n) —— ~

n—-+o0o

D=

(b) Démontrer que la fonction z — In(x)e™" est intégrable sur |0, o0l

(c) Démontrer la relation :

—+oo n n
/ In(z)e " dz = lim (1 — E) In(z) dz
0 0

n—-+oo n

(d) Conclure que :

—+o0
/ In(z)e ™ dz = —y
0

On définit f : [-1,400] — R
x = /2 In (1 + z cos?(t)) dt
0

(a) Justifier le domaine de définition.
(b) Montrer que f est de classe C! sur |—1, +o0].
(c) Montrer que f est continue en —1.

(d) Calculer f/(x) en posant u = tan(t).
(e) En déduire /2 In (sin(t)) dt.

0
(f) f est-elle dérivable en —17
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Exercice Tres caleulaloire, pendal (a préparation Javais (es bonvtes pistes mmis Je vte pensais pas quelles abouTissaienl vus (es caleu(s. Mais ¢ Eail pourTan cefa,

907.11
Mines-Ponts
3
(a) Soit ¢ une fonction C* sur [0, Z]. Montrer que : / o(t)sin ((2n + 1)t) dt —— 0
0 n—-+o0o
(b) Pour n € N, on note :
3 sin ((2n + 1)t 2 sin ((2n + 1)t T gin ¢
0 sin(t) 0 0 t

Montrer ’existence de ces intégrales.

(c) Calculer I,, — I,,_1. En déduire la valeur de I,,.

d) En déduire que I = T
(d) q 5
(Le <« en déduire > fail Trés ma(l)

J €lais (e dernier i passer, ef ga se seqta, Exantivalear cawte ef dfiscrel, qui donvie quelques indficalions (orsque Je bloguais wiais qui ressenthlaien plus & des pistes qu'a
des éléments de sofuTion,

Mines-Ponts
dt.

+oo o

t

Pour z > 0, on note p(z) = / sin(t)
Montrer que ¢ est bien définie.

(a
(

)

b) Montrer que ¢ est de classe C'.

(¢) Montrer qu’au voisinage de 0, ¢(x) = O(In(z)).
)

(d) Montrer que ¢ est intégrable sur |0, +o0].

—+oo
(e) Calculer/ o(z)dz.
0

+oo ;
sin ¢
Remarque On donne / % dt = g

0
Exaninateur syntpa qui valide souvet ce qu'on écrif,

Exercices de la banque CC-INP

25 a 18, 49
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