gMPI/ MPI* 908. Préparation a I'oral - Calcul différentiel, équations différentielles

1 |Exercices de niveau 1

cc-INP
On s’intéresse a ’équation différentielle :

(x=1)y" —zy' +y=0 (E)
(a) Observer qu’il existe deux solutions trés simples solutions de (E) sur R.
(b) Résoudre (FE) sur |—oo, 1] et sur |1, +00].
(c) Déterminer les solutions de (E) définies sur R.

(d) Soit a, 8 € R.

A quelle condition existe-t-il une solution définie sur R, vérifiant la condition initiale {y ,

Mines-Télécom
Résoudre sur |0, m[ 'équation différentielle :

y" +y = cotan(x)

cc-INP
On pose S 'ensemble des fonctions C? qui vérifient y” (t) + q(t)y(t) = 0 avec ¢ une fonction T-périodique. Soit
y1, y2 dans S telles que y1(0) = 1, y7(0) = 0, y2(0) = 0, y5(0) = 1. On admet que B = (y1,y2) est une base
de S.

(a) Trouver S dans le cas ou ¢ est la fonction constante égale & 1. Montrer que S C B(R,R) = ens. des
fonctions bornées de R dans R.

(b) Pour y dans S, on pose Vt € R, f(y)(t) =y(t+T).

bl. Montrer que f(y) € S, puis que f est un endomorphisme de S.

b2. Montrer que Matg(f) = A= (gig;g ZZE;;)

(¢) cl. On pose V¥t € R, W(t) = y1(t)y5(t) — yi (t)y2(t). Montrer que W est constante égale & 1.
c2. Montrer que xa(X) = X2 —tr (A)X + 1.

(d) On suppose maintenant que | tr (A)| < 2. Montrer que A a deux valeurs propres complexes conjuguées de
module 1. Montrer que S C B(R,R).

(e) On suppose |tr (A)| = 2. Montrer que S posséde des solutions bornées.
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'Exercices de niveau 2

Soit A € M,,(C). On note €4 1’équation différentielle d’inconnue Y € C}(R, M,,1(C)) :

Mines-Ponts

Y' = AY

Démontrer que toutes les solutions sur R de £4 sont bornées si et seulement si A est diagonalisable et Sp(A) C iR.

Soit A € M,,(C). On note €4 I'équation différentielle d’inconnue Y € C*(R, M,,1(C)) :

Mines-Ponts

Y' =AY

Que peut-on dire de A si toutes les solutions sur R de £4 sont 1-périodiques ?

Centrale
Soit ¢ : Ry — R* une fonction continue et strictement négative. On s’intéresse aux solutions sur R, de
I’équation différentielle :

y'+ay=0 (&)
(a) Enoncer le théoréme de Cauchy-linéaire appliqué & cette équation différentielle.
On note y; la solution sur Ry de (&;) vérifiant y(0) = y'(0) = 1.
(b) Démontrer que la fonction y; est strictement positive, strictement croissante et convexe sur Ry.

1
(c) Démontrer que la fonction 2 est intégrable sur R..
1

(d) Démontrer que la fonction définie par :

+oo
yol) = 1 (2) / yd(tt) v

WV
o

est une solution de (&,).
(e) Est-ce que (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions ?
(f) Etudier les variations de . En déduire que ys posséde une limite finie en +oc.
(g) Parmi les solutions sur Ry de (&;), quelles sont celles qui sont bornées ?

(h) On suppose maintenant que ¢ est intégrable sur R;.. Démontrer que y4(x) m 0.

On munit M,,(R) d’une norme d’algebre || - ||.

Mines-Ponts

(a) Démontrer que, pour tout 4, B € M, (R) :

exp(B) — exp(4) = /0 exp(tB)(B —1)exp ((1 —t)A) dt
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(b) On admet pour 'instant que, pour tout R > 0 et tout X,Y € B(0,R) :
lexp(X) — exp(Y)[| < e[| X — Y|

Démontrer que exp est différentiable sur M,,(R) et que, pour A, H € M, (R) :
1
d(exp)(A)(H) = / exp(tA)H exp ((1—t)A) dt
0

(c) Démontrer la propriété admise a la question précédente.

On munit R™ d’une norme || - ||. On considére © un ouvert non vide de R™, a € Q et f € C?(,R).

Centrale

(a) Rappeler la définition de « £ est ouvert ».

(b) Soit r > 0 tel que B(a,r) C Q et h € R™ tel que ||h]| < r. On définit :

v:[0,1] — R
t — fla+th)

Expliquer pourquoi ¢ est de classe C? sur [0, 1], et exprimer ¢’ et " en fonction des dérivées partielles
de f et des coordonnées h,...,h, de h.

(¢) On suppose que, pour tout = € B(a,r), f(x) < f(a).
Que vaut ¢’(0) ? Démontrer que ¢”(x) < 0.

82
Hya) = (3xafx>
iO%5 /i j

n g2
Que peut-on dire du laplacien Af(a) = E ﬂ(a) de fena?
= ox

(d) En déduire que la Hessienne :

est symétrique négative.

SN

(e) On suppose de plus que, pour tout z € Q, Af(x) > f(z) et qu’il existe a € Q tel que f(a) = Mas%( f(z).
xTE
Démontrer que f < 0 sur Q.

On suppose maintenant que {2 est un ouvert borné et non vide de R". On note {2 la frontiere de 2. On consideére
une fonction f :  — R qui vérifie les hypotheses suivantes :
(i) f € C°(LR)
(ii) fio € C*(,R)
(#it) Ve € Q, Af(x) =0

On se propose de démontrer que :

Sup f(z) = Sup f(z)

z€Q €S2
(a) Pourquoi f est-elle bornée sur 2 ?
(b) Pour tout p € N*, on définit : -
fr:Q = R
z = f@)+ Sl

Calculer Af, sur Q. En déduire que Sup fj,(z) ne peut pas étre atteinte en un point de 2.
z€Q

(¢) Conclure que : Sup f(z) = Sup f(x).
z€Q z€0Q
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Mines-Ponts

(a) Rechercher les solutions développables en série entiere de :

cos(z%/2) siz >0

2ay/(x) + (x) = 3ap(z) avee p(r) = {Ch((_x)3/2>

(b) Résoudre I’équation différentielle sur R* et tracer 'allure de ses solutions.

Examivalvice qui via pas envie détre (o, qui e vedT pas aider €l qui soufFle Trés or i chaque fois qu'on écrit quelgue chose (jusle ou faux).

Soit g une fonction de R dans R qui tend vers 0 en +0o0. On considére 1’équation :

Centrale 1

(B) -y +3y=g
(a) On admet provisoirement que

e_‘%/ g(t)e¥ dt ——— 0
0

r—r+00

Montrer que, si f est solution de (E), alors f(z) —— 0.

r——+00

(b) Démontrer le résultat admis précédemment.

(¢) On suppose maintenant que g(z) —+> ¢ € R. Que peut-on dire de f solution de (E)?
xr—r+00

(d) e fautres quesfions,

Examtivalear qui dessinil pendavil wies explicafions,

Mines-Ponts

(a) Pour n € N*, résoudre sur R ’équation différentielle :

cos(nx
y// + y/ + y — (3 )
n
= cos(nx)
(b) Montrer que f : = +— E 5 est définie et continue sur R.
n
n=1

(¢) Résoudre sur R léquation différentielle :

+o0
V'Y Y=

n=0

cos(nx)

n3

Déterminer les extremums sur R3 de f : (z,y,2) — 22 + 4% + 22 — 2zy2.

Mines-Ponts

Exercices de la banque CC-INP

3, 4,31 a33, 41, 42, 52, 56 a 58
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