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'Exercices de niveau 1

Soit (Xk)ken une suite de variables aléatoires indépendantes de lois données par :

Mines-Télécom

1
P(Xy=-k)=PXy=k") = 3
ou A €0, 3.
Pour n € N, on définit :
Sn — E(Sy)

Sn = XpetY,=——"""—

(a) Déterminer E(S,,) et V(Sy).
n
(b) Donner un équivalent de u,, = Z k%, ot a > 0.

k=1

(¢) Enoncer 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev et déterminer lirJIrl P(Y,| > a).
n——+00

On consideére une suite (X;); de variables aléatoires indépendantes telles que X; ~ %(p).
On définit la variable aléatoire S, par :

Mines-Télécom

Sm=k <= X1+ -+ Xp=met X1+ -+ Xp_1 <m
(a) Déterminer la loi et la fonction génératrice de Sy.
(b) Montrer que, pour m > 2, S,, — S,,,—1 et Sy suivent la méme loi.

(c) Déterminer la fonction génératrice de S,,, puis la loi de S,,.

cc-INP

Soit X, Y deux va indépendantes, qui suivent la méme loi, d’espérance et de variance finie, et telles que Z =
X 4+ Y + 1 suit une loi géométrique de parametre p.

(a) Calculer E(X) et V(X).
(b) Déterminer Gx : t+— E(t¥).

(¢) En déduire la loi de X.

Mines-Télécom

Soit X une va telle que X (2) = N* et P(X > n) > 0 pour tout n. On note x,, = P(X =n|X > n).

P(X =n)

X
P(X > n)

P(X >n+1)

11—, =
T P(X >n)

(a) Montrer que : z, =

WV

n—1

n—1
P(X>2k+1)

1. M tP(X >2n)= e ———rE 1- .

(b) b ontrer que : P( n) kl;[l PX > ) kl;[l( Ty)

b2. Exprimer P(X = n) a l'aide des termes de la suite ().

b3. Montrer que (P(X = n)), est une suite géométrique si et seulement si (x,), est constante.
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cc-INP

(a) Soit a,b € Ret M = (2 ;Z) Trouver une CNS sur a,b pour que M soit diagonalisable.
(b) Soit X ~ ¥(p). Que vaut P(X >n) pourn € N?

(¢) Soit X,Y deux va indépendantes telles que X ~ % (p;) et Y ~ ¥ (p3). On note : M = <§ ;g)
Quelle est la probabilité de I’événement « M est diagonalisable » ?

(d) Méme question avec X ~Y ~ HB(n,1/2).
Quelle est la limite de cette probabilité lorsque n — +o0.

ot o T

Soit p € ]0,1[. On note pi, = k(1 — p)*~p? pour k € N*.

cc-INP

(a) Montrer que (px)ren+ est une distribution de probabilité.

On considére X une va dont la loi est donnée par (pg)x, ¢’est-a-dire que P(X = k) = py pour tout k.
(b) Montrer l'existence et calculer 'espérance de X — 1 et de (X — 1)(X —2).
(c) Calculer alors E(X) puis V(X).

Epminour el dmsdenfand pe bogass o me sgsad garer mon eral i en e sgnalwifforspee [fomps secsnlafr
Mines-Télécom

On réalise des expériences aléatoires indépendantes qui ont une probabilité p de succes et 1 — p d’échec. On
considere la va T}, qui compte le nombre d’étapes pour obtenir n succes.

(a) Déterminer la loi de T7.

(b) Déterminer la loi de T;, pour tout n € N*.

1
D le DSE .
(c¢) Donner le DSE de a—in

cc-INP
Soit (X,,)nen des variables aléatoires indépendantes suivant toutes une Bernoulli de parameétre p.
On pose Vn, Y, = X;, X, 1+1.
Déterminer la loi, ’espérance et la variance de Y,,, Cov(Y;, Yiy;) avec i € [1,n], k € [0,n — 1].
911.9
cc-INP

Soit n € N*. On dispose d’une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. On tire successivement 2 boules,
sans remise. X désigne le numéro de la lére boule, Y celui de la 2éme.
Déterminer la loi de X, puis celle du couple (X,Y"), et enfin celle de Y.

) cc-INP
1\""
On pose Vn > 1, Vk, an =1 — (1 — 219) et Vn>1, VE > 1, ppp = Gn k-1 — Qn k-
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—+oo
(a) Montrer que Vp > 1, I, = / (1 — (1 — e_t)p) dt converge.
0

+oo
(b) Montrer que p, 1, > 0 et an’k =1.
k=1

On dispose alors d’un espage probabilisé (2, &7, P) et d’une variable aléatoire X, telle que Vk € N*, P(X,, =
k) = Pn.k-

(c) cl. Montrer que Z (p,}; converge.

k>0

+oo
¢2. En déduire que X,, admet une espérance et que E(X,) = Z an k-
k=0

1 n—1
(d) Onposegn:u»—>1<12u) .

N

N
d1l. Montrer que Zamk < / gn(u)du < An k-
k=1 0

d2. En déduire que E(X,) — 1<

(e) En admettant que I,,_1 ~ In(n), trouver un équivalent simple de F(X,,).

IMT

On dispose de deux variables aléatoires réelles X et Y, indépendantes, telles que X ~ ¥(3) et ¥ ~ ¢(2). On
pose W=X+Y.

(a) Trouver la variance de W.

(b) Trouver la loi de W.

'Exercices de niveau 2

Mines-Ponts

Soit n € N*, o une permutation aléatoire dans &,,. On note F' la variable aléatoire qui compte le nombre de
points fixes de o, et E; 1'événement associé & {o(i) = i}.

(a) Calculer P(E;) et P(E; N Ej).
(b) Calculer E(F).
(c) Calculer Cov(1lg,,1g,) pour 4,5 € [1,n]. En déduire V (F).

1
(d) Montrer que P(F > 4) < 9

Iﬁwwﬁw i MIHM( pes menme face & une V{W

Soit (X,,), une suite i.i.d. de variables & valeurs dans N*.
On suppose que E(Xp) < 400 et P(Xg=0) < 1, et on note R le rayon de convergence de la série Z X, t".

Mines-Ponts
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(a) Montrer que :

(R > 1) = (X,, =0 a partir d’un certain rang)
En déduire que (R > 1) est un événement et que P(R > 1) = 0.
(b) Montrer que,si0<c¢ <1, P(R<c¢)=0.

(c) Montrer que P(R=1) = 1.

Centrale 1

Soit (X,,)n une suite i.i.d. de variables suivant la loi de Poisson de parameétre A > 0. On pose, pour tout n € N* :

(a) Calculer la fonction génératrice associée a une loi de Poisson.
(b) Montrer que S, ~ Z(nA).

(¢) Montrer que, pour tout € > 0 :

A
P(|S, —nA| > <—
(1S — | > ne) < 2
(d) Soit x > 0. Montrer que :

[nz] k .
A) 0 si0<z<A
lim Z e " (n = {
k=0

nS4oo k! 1 siz>\

(e) Si f : Ry — C est une fonction continue et nulle en dehors d’un segment, on pose :

L(f): x€R, = ft)e "t dt

Montrer que, pour tout x > 0 :

Soit (€2, e, P) un espace probabilisé.

Soit (X, : Q — R), une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes, non siirement constantes et
bornées, de méme loi.

Soit Yo=1letVn>1,Y,=Y, 1X,.

On admet que les Y, suivent la méme loi.

Mines-Ponts

(a) Soit z € R/ P(X; =x) > 0.

al. Montrer que P(X; = 2?) > 0.
a2. En déduire que |z| < 1.
a3. Montrer que x € {—1,1}.

(b) Donner la loi de Xj.

(c) Montrer que la suite (Y,,) est composée de v.a. mutuellement indépendantes.
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On fixe s € ]1,+o0[. On considére X un va avec X (£2) = N* et :
1

P(X:n):@%oﬁqs): "

(a) Calculer P(n|X) ou la notation n|X signfie n divise X.

Mines-Ponts

(b) On note v,(X) = Max{k € N, p¥|X}. Déterminer la loi de v,(X) et son espérance.
WW?MWT#(&&%%{C&%MWCOWMW

Soit X et Y deux v.a. supposées indépendantes telles que :

Centrale 1

X2~ 9(p)etY ~ 2(N)

avec p € ]0,1[ et A € R

On définit :
2Y — 3 -2 -2Y +4 0 2
M=|Y-8X—-11 —-10 8X —-Y+4+20 |, V=[2]eteW=]|1
2y —4X -7 —6 4X —2Y +12 1 2

a) Donner une valeur propre et un vecteur propre U associé, indépendants de X et Y.

(a)
(b) Calculer MV et MWV.
(¢) En fonction de X et Y, définir/donner I’événement « M est diagonalisable » (dans M3(R)).

(d) Donner la probabilité que M soit diagonalisable.

Losmindtiar fisfrcabl of donnaif s indecfions pocr asncer, enpogasfquel gucs gufins o couns poae aide &gl saan: [Voss dne
fufpes s fuen 155 unpregsions | Jeniew en e 19 2 en g presue puns esereice:

Mines-Ponts

Soit U,V : Q — {—1,1} deux v.a. discrétes indépendantes. On suppose que U et V suivent la méme loi de
probabilité :
1 2
P(U:—l):§ et PU=1)=-

On pose X =U et Y = signe(U)V.
(a) Montrer que Y est une v.a. discréte.
(b) Donner la loi de (X,Y).
(c) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
)

(d) Les variables X2 et Y2 sont-elles indépendantes ?

Centrale

On lance un dé équilibré a n faces, et on étudie le nombre T' de lancers nécessaires pour obtenir les n faces du
dé.
Pour k € [1,n], on note T} le nombre de lancers nécessaires depuis que 'on a obtenu k — 1 faces différentes
n
pour obtenir une nouvelle face. On a bien-siir T' = E Ty.
k=1
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(a) Donner l'espérance et la variance d’une v.a. qui suit une loi géométrique de parameétre p.

(b) Déterminer la loi de la variable Ty. Que penser de la famille (Ty ) ?

(¢) Déterminer le nombre moyen de lancers nécessaires pour obtenir les n faces du dé. En donner un équivalent

lorsque n — +o0.

(d) Soit o > 1 fixé. En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, majorer en fonction de n la probabilité

P(T > aB(T)).

(e) Soit (un)n>1 une suite d’entiers telle que, pour tout n, u, > E(T). Montrer que :

1 Un
P(T>un)<n<1—>
n

En posant u, = [anlnn] et en utilisant l'inégalité In(1 + =) < = pour z > —1, qu’obtient-on comme

inégalité ?

Soit G un groupe fini non commutatif.

Centrale

On choisit au hasard, indépendamment et avec équiprobabilité deux éléments de G. On note P la probabilité

que ces deux éléments commutent.

(a) Montrer que P € ]0,1].

(b) Calculer P lorsque G est le groupe des isométries d’un carré du plan.

On admet le théoreme de Lagrange : 'ordre de tout sous-groupe d’un groupe fini divise ’ordre du groupe. En

particulier, 'ordre d’un élément divise I'ordre du groupe.
On note Z(G) le centre de G et, pour a € G, N, ={g € G, g-a=a-g}.

(¢) Montrer que, pour tout a € G\ Z(G) :

Card G Card N,
_— > _— >
Card N, =~ 2 et Card Z(G) ~ 2

puis que Card Z(G) < iCard G.

(d) Montrer que la relation :

a~b < Jg€G, g-a-g'=b

est une relation d’équivalence.
On note cl(a) la classe d’équivalence de a.

(e) Montrer que si a ~ b, alors N, et A} sont isomorphes.

(f) Montrer que, pour a € G :

(CardN,) x (Cardcl(a)) = Card G

(g) Montrer que :
P =

nombre de classes d’équivalences de ~

Card G

(h) Montrer que P < g

5
(i) Montrer que si P = 3’ alors Card G = 0 [8].

Exercices de la banque CC-INP

95 a 112
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