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Programme de colle 2.

§MPII MPI* Du 23 au 27 septembre 2024

Compléments d’algéebre linéaire

Tout le programme de premiere année, sans encore les matrices : espaces vectoriels, sous-espaces vecto-
riels, combinaisons linéaires de familles finies, infinies, familles libres, familles génératrices, bases. Base
incomplete, base extraite. Applications linéaires, noyau, image, théoréme du rang (version géométrique
et sur les dimension), u o v = 0, projecteurs, symétries.

Produit d’espaces vectoriels, somme de p sous-espaces vectoriels, somme directe, projecteurs associés
a une décomposition de E en somme directe, lien avec les bases. Détermination d’une application
linéaire par I'image des vecteurs d’une base, par les restrictions a des sous-espaces en somme directe.
Rang.

Compléments sur les groupes

Révision du programme de premiére année : loi de composition interne, définitions et propriétés,
partie stable. Groupe, exemples, groupe produit, sous-groupes. Morphismes de groupes, noyau, image,
isomorphisme.

Sous-groupe engendré par une partie : intersection, plus petit sous-groupe, description extensive.
Interlude : Z/nZ. Relation de congruence modulo n, Z/nZ, loi de groupe. (Z/nZ,+) est engendré
par k si et seulement si k An = 1.

Groupe monogene, groupe cyclique. Les sous-groupes de Z. Description de (a). Théoréme : un groupe
monogene est isomorphe & Z ou Z/nZ.

Ordre d’un élément dans un groupe. Définition, caractérisation. Si G est fini, 'ordre d’un élément
divise le cardinal de G.

Exercices et résultats classiques a connaitre

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7, et f un endomorphisme nilpotent d’indice n, i.e. f* =0
et f7~1 £ 0. Montrer qu’il existe z € E tel que :

(f* Na), f*3(x),..., f(z),z) base de E

Quelle est la matrice de f dans cette base?

Soit E un espace vectoriel et f € L(E). Pour p € N, on définit :
I, = Im(f?) et K, = Ker(f?)
ou fP=fo---0of.
——

p fois

(a) Montrer que la suite (Ip)pen (resp. (Kp)pen) est décroissante (resp. croissante) pour I'inclusion.

On suppose maintenant que E est de dimension finie.
(b) Justifier 'existence de r € N tel que I,+1 = I,

(c) Montrer que les deux suites (I,)pen et (Kp)pen sont constantes a partir du rang 7.

(d) Justifier que :
LK, =F
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Soit f un endomophisme de E. On suppose que, pour tout = € E, (z, f(x)) est liée.
Montrer que f est un homothétie.

Soit (G, *) un groupe. On définit son centre comme l'ensemble des éléments de G qui commutent
avec tous les éléments de G :

C={geC,VheG, gkh=hxg}

Montrer que C' est un sous-groupe de (G, *).

Montrer que, si G est un sous-groupe de (R, +), alors il est soit de la forme aZ avec « € R, soit dense
dans R.
Dans le cas o G # {0}, on s’intéressera ¢ o = Inf(GNRY) et on discutera selon que o >0 ou o = 0.

'Exercices du CCINP 3 travailler |

Gip 55.1

Soit @ un nombre complexe.
On note F 'ensemble des suites a valeurs complexes telles que :
Vn €N, uyro = 2aun 1 + 4(ia — 1)u, avec (ug,u;) € C2

1. (a) Prouver que F est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites & valeurs complexes.

(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.

Gip 59.12

Soit n un entier naturel tel que n > 2.

Soit E 'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K (K = R ou K = C) de degré inférieur ou
égal a n.

Onpose:VPeE, f(P)=P—P.

1. Démontrer que f est bijectif de deux manieres :
(a) sans utiliser de matrice de f,

2. Soit @ € E. Trouver P tel que f(P) =Q .

Indication : si P € E, quel est le polynéme P(™+1) ?

G 60

1 2

Soit la matrice A = ( 5 4

> et f Pendomorphisme de My (R) défini par : f (M) = AM.

1. Déterminer une base de Kerf.

2. f est-il surjectif ?
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3. Déterminer une base de Imf.

4. A-t-on My (R) =Kerf @& Imf?

Grp 62.123

Soit E' un espace vectoriel sur R ou C.
Soit f € L(E) tel que f? — f — 2Id = 0.

1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que E = Ker(f + Id) & Ker(f — 2Id) :

3. Dans cette question, on suppose que F est de dimension finie.
Prouver que Im(f + Id) = Ker(f — 2Id).

Gip 64

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E¥ de dimension finie n.
1. Démontrer que : E = Imf @ Kerf = Imf = Imf?.

2. (a) Démontrer que : Imf = Imf? <= Kerf = Kerf2.
(b) Démontrer que : Imf = Imf? = E = Imf @ Kerf.

Gip 71

Soit P le plan d’équation « +y + 2z = 0 et D la droite d’équation z = % = %
1. Vérifier que R®> = P @ D.

2. Soit p la projection vectorielle de R? sur P parallélement & D.
Soit u = (w,y, 2) € R3.
Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

3. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

NP 93.1

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 0 et u € L(E) tel que u® + u? +u = 0.
On notera Id ’application identité sur F.

1. Montrer que Imu @ Keru = F.
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