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Aux colleurs

Je vous remercie d’interroger systématiquement les étudiants sur un « exercice ou résultat
classique » ou du cc-INP, qu’ils auront préparé, puis de proposer un ou deux exercices en pri-
vilégiant les raisonnements tres classiques aux astuces. Si 'exercice préparé est long, il pourra étre
tronqué.

530. Suites de fonctions numériques

Convergence simple, propriétés.

Interlude : la norme infinie sur I’ensemble des fonctions bornées. On sait rédiger I’inégalité triangulaire.
Convergence uniforme. La convergence uniforme implique la convergence simple. Etude pratique pour
montrer la convergence uniforme, pour montrer la non convergence uniforme. Propriétés.

Transfert de continuité par convergence uniforme. Intérét de la convergence uniforme sur tout segment
de I (ou famille d’intervalles adaptée).

Théoreme de la double limite.

Théoremes d’approximation uniforme par des fonctions en escalier, de Weierstrass.

Attention Pas de convergence dominée, nous n’avons pas encore travaillé les intégrales généralisées.
En cas de convergence uniforme, on justifie rapidement que la limite de l'intégrale sur un segment est
I'intégrale de la limite, nous n’avons pas énoncé de théoréme a ce stade.

Exercices et résultats classiques a connaitre

Pour n € N et = € [0, 1], on pose :

fn(x) =2
(a) Représenter quelques fonctions fi,.

(b) Etudier la convergence simple et uniforme de (f,), sur [0, 1].

Pour n € N et x € R, on pose :
falx)=2(14+e™)

(a) Sur quelle partie D de R la suite (f,)necr converge simplement ?

(b) La convergence est-elle uniforme sur D ?

1
(c) Déterminer la limite, pour n — 400, de / fn(t)dt.
0

Soit f : [0,1] — R continue telle que, pour tout n € N :

/lt”f(t)dtzo
0

Montrer que f est la fonction nulle.
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'Exercices du CCINP 2 travailler |

Qe 9

1. Soit X un ensemble, (g,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,,) vers la fonc-
tion g.

- n+2 _

=11 nz? cos (v/nz).

2. On pose fp(x)

(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,).

(b) La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[ ?

(c) Soit a > 0. La suite de fonctions (fy,) converge-t-elle uniformément sur [a, +oo[?
)

(d) La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur |0, +oo[ 7

Gip 10

ne® + xe™"
0) = (22 4+1) — "7
n pose f, (z) = (z ) P

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0, 1].
L x —T
2. Calculer lim (x2 + 1) wdx.

n——4o00 n+x
0

Gip 11

1. Soit X une partie de R, (f,) une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers
une fonction f.
On suppose qu'il existe une suite (z,,),,cn d’éléments de X telle que la suite (f,,(z5) — f (Zn))pen
ne tende pas vers 0.

Démontrer que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément vers f sur X.

2. Pour tout x € R, on pose fp(z) = 181—1:(71296)2
n?x

(a) Etudier la convergence simple de la suite (f,,).

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,) sur [a, +oo[ (avec a > 0), puis sur ]0, +-oo|.

G 12

1. Soit (f,) une suite de fonctions de [a,b] dans R.

On suppose que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f,
et que, pour tout n € N, f,, est continue en xg, avec xg € [a, b].

Démontrer que f est continue en xg.
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2. On pose : Vn € N*, Vz € [0;1], gn(z) = 2™
La suite de fonctions (g, )nen+ converge-t-elle uniformément sur [0;1] ?

Gip 48

C° ([0,1],R) désigne I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R.

1
Soit f € C°([0,1],R) telle que : ¥n € N, / t"f(t)dt =0.
0

1. Enoncer le théoréme de Weierstrass d’approximation par des fonctions polynomiales.

2. Soit (P,) une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur le segment [0, 1]
vers f.

(a) Montrer que la suite de fonctions (P, f) converge uniformément sur le segment [0, 1] vers

2.
1 1
(b) Démontrer que/ f2(t) dt = lim P,(t)f(t)dt.
0

n—+o0o
: 0
(c) Calculer / P, (t) f (t)dt.
0

3. En déduire que f est la fonction nulle sur le segment [0, 1] .
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