§ MP(/ MP(* Du 28 septembzooliyzmgzzoi:ecggli

Aux étudiants

On se présente en colle en étant au point sur les exercices classiques, et sur les exercices sélectionnés
du cc-INP, méme ceux qui n’ont pas été travaillés en classe.

Aux colleurs

Les parties repérées par ("] ne concernent que les étudiants de MPI*, et pas ceux de MPI.

530. Suites de fonctions numériques

Convergence simple, propriétés.

Interlude : la norme infinie sur I’ensemble des fonctions bornées. On sait rédiger 'inégalité triangulaire.
Convergence uniforme. La convergence uniforme implique la convergence simple. Etude pratique pour
montrer la convergence uniforme, pour montrer la non convergence uniforme. Propriétés.

Transfert de continuité par convergence uniforme. Intérét de la convergence uniforme sur tout segment
de I (ou famille d’intervalles adaptée).

Théoreme de la double limite.

Théoremes d’approximation uniforme par des fonctions en escalier, de Weierstrass.

Attention Pas de convergence dominée, nous n’avons pas encore travaillé les intégrales généralisées.
En cas de convergence uniforme, on justifie rapidement que la limite de I'intégrale sur un segment est
I'intégrale de la limite, nous n’avons pas énoncé de théoréme a ce stade.

540. Séries de fonctions numériques

Modes de convergence d’une série de fonctions. Convergence simple. Convergence uniforme, caracté-
risation, propriétés. Convergence normale, étude pratique a l'aide d’une suite majorante uniforme du
terme général. Lien entre les différents modes de convergence.

Transfert de continuité en cas de convergence uniforme. Intérét de la convergence uniforme sur tout
segment de I (ou famille d’intervalles adaptée).

Théoréme de la double limite.

Théoréme de la classe C'. Extension aux fonctions de classe C¥.

Attention Pas d’interversion somme/intégrale, nous n’avons pas encore travaillé les intégrales géné-
ralisées.

Exercices et résultats classiques a connaitre

Pour n € N et z € [0, 1], on pose :
fn(z) =2"

(a) Représenter quelques fonctions fi,.
(b) Etudier la convergence simple et uniforme de (f,), sur [0, 1].

Pour n € N et x € R, on pose :
fo(x) =x(14+e ")
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(a) Sur quelle partie D de R la suite (fy,)ner converge simplement ?

(b) La convergence est-elle uniforme sur D 7

1
(c) Déterminer la limite, pour n — +o0, de / fn(t)dt.
0

Soit f : [0,1] — R continue telle que, pour tout n € N :

/lt"f(t)dtzo
0

Montrer que f est la fonction nulle.

+o00

1
On définit, lorsque c’est possible : ((z) =

ne
n=1
Montrer que ¢ est une application définie et de classe C* sur |1, +ool.

On définit, lorsque c’est possible :

1+ 1\yn—1
) =Y S
n=1

(a) Déterminer le domaine de définition D de 7.

(b) Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur D.

(c) Montrer que 7 est continue sur D.
)

(d) ("1 Etablir, pour z > 1 :
(@) = (1-2"7")¢(x)

(a) Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par :

+oo —nx
=30

(b) Montrer que f est continue sur [0, oo et de classe C! sur ]0, +o0|.

(c) Déterminer une équation différentielle simple dont f est solution et en déduire que f est de classe
C! sur [0, +ool.

On considere :
—+o00 1
T Yy ————
f x Z n(n + x)
n=1
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(a) Montrer que f est définie sur | — 1, 4o0].

(b) Déterminer la limite de f en 400, puis un équivalent de f en +oo.

(c) Déterminer la limite de f en —1 & droite.

Pour z € [-1, 1], on pose :

(a) Montrer que g est continue sur [—1,1], de classe C! sur |—1,1][.

(b) ("] Est-ce que g est dérivable en 17

'Exercices du CCINP a travailler |

Grp 9

1. Soit X un ensemble, (g,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g;,) vers la fonc-
tion g.

n-+2

2. On pose fp(z) = -y 1e—nac2 cos (y/nx).

(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f;,).
(

(c

(d) La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur |0, +oo[?

)

b) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, +o00[?
) Soit a > 0. La suite de fonctions (fy,) converge-t-elle uniformément sur [a, +oo[?
)

Qe 10

ne® + xe "
On pose fTL ($) = (372 + 1) W

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0, 1].

1
x —T
2. Caleuler lim [ (a2 +1) 220 gy
n—-+00 n-+x
0

Grp 11

1. Soit X une partie de R, (f,,) une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers
une fonction f.
On suppose qu'il existe une suite (2,,),,c\ d’éléments de X telle que la suite (fn(27) — f (2n)),en
ne tende pas vers 0.

Démontrer que la suite de fonctions (fy,) ne converge pas uniformément vers f sur X.
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2. Pour tout x € R, on pose f,(z) = 181_1:(1?)2
n?x

(a) Etudier la convergence simple de la suite (f,).

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,) sur [a, +o00o[ (avec a > 0), puis sur |0, +oc|.

Grp 12

1. Soit (f,) une suite de fonctions de [a,b] dans R.

On suppose que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f,
et que, pour tout n € N, f,, est continue en xg, avec zg € [a, b)].

Démontrer que f est continue en xg.
2. On pose : Vn € N*, Vo € [0;1], gn(z) = 2™

La suite de fonctions (g, )nen+ converge-t-elle uniformément sur [0; 1] 7

G 48

CY ([0,1],R) désigne I’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R.

1
Soit f € C°([0,1],R) telle que : Vn € N, / t"f (t)dt = 0.
0

1. Enoncer le théoréme de Weierstrass d’approximation par des fonctions polynomiales.

2. Soit (P,) une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur le segment [0, 1]
vers f.

(a) Montrer que la suite de fonctions (P, f) converge uniformément sur le segment [0, 1] vers
2.
1 1
(b) Démontrer que/ f2(t) dt = lim P,(t)f(t)dt.
0

n——+00
1 0
(c) Calculer / P, (t) f(t)dt.
0

3. En déduire que f est la fonction nulle sur le segment [0,1] .
0.11 Gip 8.2

2. Onpose: VneN* VzeR, fp(x) =

(a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z fn-
n>1

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0, +oo[ de la série de fonctions Z I
n=1

0.12 Grp 14
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g MP( / M P(* Du 28 septembre au 2 octobre 2026

1. Soit a et b deux réels donnés avec a < b.

Soit (f) une suite de fonctions continues sur [a, b], a valeurs réelles.

b
Démontrer que si la suite ( f,,) converge uniformément sur [a, b] vers f, alors la suite < / fn () dx)
a

b
converge vers / f(x)de.
a

2. Soit (fy) une suite de fonctions continues sur [a, b].
On suppose que la série Z fn converge uniformément sur [a, b].
Prouver, en utilisant 1, que :

/b(iofn(az)) da::io/bfn(x)dx
a ‘.20 n=0"a

“+oo

3 [ 1
3. Démontrer que /0 (; x") dz = —n

n=1

Soit X une partie de R ou C .

1. Soit Z fn une série de fonctions définies sur X a valeurs dans R ou C.

neN

Grp 15.12

Rappeler la définition de la convergence normale de Z fn sur X, puis celle de la convergence

uniforme de Z fn sur X.

2. Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X

est uniformément convergente sur X.

On considere la série de fonctions de terme général u,, définie par :

vn e N*, Yz € [0,1], un(x)zln(pi)_ﬂ

n n
= x x

On pose, lorsque la série converge, S(x) = Z [ In (1 + —) — —]
— n n

1. Démontrer que S est définie sur [0, 1].

n
1
2. On définit une suite (up)p>1 par u, = In(n+1) — Z T
k=1
En utilisant S(1), démontrer que la suite (uy,),>1 est convergente.

n
1
En déduire un équivalent simple de Z z lorsque n — +00.
k=1

3. Démontrer que S est de classe C! sur [0, 1] et calculer S’(1).

Soit A C C et (fy,) une suite de fonctions de A dans C.
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1. Démontrer 'implication :

(la série de fonctions g fn converge uniformément sur A)

4

(la suite de fonctions (fy,) converge uniformément vers 0 sur A)

2. On pose : Vn € N,V € [0; +00[, fu(z) = nze V7"
Prouver que Z fn converge simplement sur [0; +00].

Z fn converge-t-elle uniformément sur [0; +oo[? Justifier.

0.16 Grp 18
(_1)71,1.71,

On pose : Vn e N*, V2 €R, uy(x) =
n

On considere la série de fonctions E Up,.-
n=1

1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D 'ensemble des x ou cette série converge et S(z) la somme de cette série pour z € D.

2. (a) La fonction S est-elle continue sur D ?

(b) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

(c) Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0, 1].

Grp 53

x

On considére, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f, définie sur R par f,(z) = T izt
nix

1. (a) Prouver que Z fn converge simplement sur R.
n=1

400
On pose alors : Vo € R, f(x) = an(;r)
n=1

(b) Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b.

Z fn converge-t-elle normalement sur [a,b] ? sur [a, +oo[?
n=1

(c) Z fn converge-t-elle normalement sur [0, +-o00[?
n=1

2. Prouver que f est continue sur R*.

3. Déterminer lim f(x).

T—r+00
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