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] Déterminants

Déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base, changement de base, indépendance linéaire.
éterminant d’un endomorphisme.

Dét td’ d h

Déterminant d’une matrice carrée.

Calcul de déterminants, développement par rapport a une ligne, & une colonne, cas des matrices

diagonales, triangulaires. Opérations élémentaires. Déterminants par blocs dans le cas d’une matrice
riangulair r . Déterminan ndermonde.

triangulaires par blocs. Déte ant de Vandermonde

Diagonalisation

Eléments propres d’un endomorphisme  Valeur propre, vecteur propre, équation aux éléments propres,
sous-espace propre. Etude de la stabilité par u d’une droite vectorielle. La somme d’espaces propres
associés a des valeurs propres distinctes est directe. Liberté d’une famille de vecteurs propres associés
a des valeurs propres distinctes. Si w o v = v o u, les espaces propres de u, le noyau de u et I'image
de u sont stables par v.

Exemples.

Cas de la dimension finie, spectre. u inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de wu.

Eléments propres d’une matrice carrée Endomorphisme de M,(K) canoniquement associé a A,
valeur propre, vecteur propre, équation aux éléments propres, sous-espace propre. Cas d’une matrice
de M, (R) vue comme matrice de M, (C).

Eléments propres d’une matrice carrée représentant un endomorphisme Lien entre les deux para-
graphes précédents. Eléments propres et matrices semblables.

Polyndme caractéristique Polyndme caractéristique d’une matrice : x4(X) = det(X1, — A). Il est
unitaire, de degré n, on connait le coefficient en X" et le coefficient constant. Cas d’une matrice
triangulaire ou diagonale.

Multiplicité d’une valeur propre. Valeurs propres de A'.

Polynome caractéristique d’un endomorphisme.

Polynéme caractéristique et sous-esapces stables. Si F' est stable par u, alors xu, | xu. Pour A valeur
propre de u, 1 < dim F)(u) < m(A). Cas des valeurs propres simples.

Diagonalisabilité Diagonalisabilité d’'un endomorphisme en dimension finie. Caractérisation par @ E)(u)

et > dim Ey(u), par la comparaison de dim E(u) & m(\) dans le cas ou x,, est scindé. Cas d'un po-
lynéme caractéristique scindé simple.

Diagonalisabilité d’une matrice carrée. Caractérisations. Lien avec les endomorphismes, lien avec la
transposée.

Théoréme spectral : on admet a ce stade que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable.

Polynémes d’endomorphisme, de matrice

Polynéme d’un endomorphisme Pour u € L(F) et P € K[X], définition de P(u). On dit que P est
annulateur de u lorsque P(u) = 0z ().

P +— P(u) est un morphisme d’algebres, dont 'image est Klu| et le noyau un idéal de K[X]. Regles de
calcul.

Polynéme minimal d’un endomorphisme d’un ev de dimension finie.

Si m, existe et est de degré d, alors (Idg, u, . ..,u%"!) est une base de K[u].
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Polyndme d’une matrice carrée Pour A € M, (K) et P € K[X], définition de P(A). On dit que P
est annulateur de A lorsque P(A4) = Oz(p)-

P — P(A) est un morphisme d’algebres, dont 'image est K[A] et le noyau un idéal de K[X]. Regles
de calcul.

Polynéme minimal d’un endomorphisme d’un ev de dimension finie.

Si w4 existe et est de degré d, alors (I, 4, ..., A%"1) est une base de K[A].

Lien entre les deux notions Mat(P(u), B) = P(Mat(u,B)).

Compléments sur les anneaux

Produit cartésien d’anneaux.

Idéal d’'un anneau commutatif. Le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal. Idéal engendré par un élément.
Idéaux de Z, pged d’entiers, relation de Bézout.

Idéaux de K[X].

Divisibilité dans un anneau, lien avec les idéaux engendrés par un élément.

Algebre, sous-algebre, morphisme d’algebres.

Compléments sur les polyndomes

PGCD de deux polynomes Définition du pged de deux polyndmes par les idéaux, relation de Bézout, équivalence
avec la définition de premiere année.

Algorithme d’Euclide

Polynémes premiers entre eux, théoréme de Bézout.

Un peu d’arithmétique Lemme de Gauss et conséquences.

Polynémes irréductibles, décomposition en facteurs irréductibles Définition, propriétés, exemples. Trré-
ductibles de C[X], de R[X].
Décomposition en facteurs irréductibles.

Conseil 1l est conseillé! de savoir exprimer somme et produit des racines d’un polynéme scindé & Paide des coefficients
de ce polynome.

Exercices et résultats classiques a connaitre

Soit un entier n > 1. On considére la matrice carrée d’ordre n a coefficients réels :

2 -1 0 0
-1 2 -1
An=1|0 -1 0

o2 1
0 0 -1 2

On désigne par D,, le déterminant de A,,.
(a) Montrer que Dy 40 = 2Dy 1 — Dy,

(b) Déterminer D,, en fonction de n.

st un ordre!
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Soit P = ag + a1 X + -+ + a1 X" ! + X" € K[X] un polynéme unitaire. On appelle matrice
compagnon de P la matrice :

0 - o 0 —ap
1 —ai
C=1lo 1
: . .0 :
0O -+ 0 1 —ap—
(a) Montrer que P est le polynéme caractéristique de C.
(b) On suppose dans cette question que P est scindé a racines simples, notées Aj,..., \,. Montrer
que :
A 0 o0
=V o0 T v
R {
0 ... 0 X

ou V(A1,...,A,) désigne la matrice de Vandermonde de (A1,...,Ap).

On considere les matrices réelles :
1 0 a b
A (0 2) et M — (C d)

(b) Déterminer les éléments propres de I’endomorphisme :

(a) Calculer AM — MA.

M— AM — MA

24.3
6 0 O
Soit A=(0 2 -2
00 O

On propose de résoudre dans M3(R) I'équation : (E) : X2+ X = A.
(a) Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que A = PDP~!,

(b) Déterminer les matrices Y € M3(R) telles que Y2+Y = D. On commencera pour cela par mon-
trer qu'une telle matrice Y commute avec D, et par en déduire que c’est une matrice diagonale.

(c) Résoudre alors 'équation (F).

Dans une espace vectoriel £ de dimension finie, on considére deux endomorphismes u et v diagonali-
sables tels que uov = v o u.
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(a) Montrer que les sous-espaces propres de v sont stables par u.
(b) Montrer que I'endomorphisme induit de v & un sous-espace propre de v est diagonalisable.

(c) Montrer qu’il existe une base de E constituée de vecteurs propres de u et v.

24.5
0 1 O 0
On considere, pour n > 2, la matrice J = \\\\ 0
0 " 1
1 0 0

ap A Ap—1
. . . Ap—1 "~ Tl
(b) Application : calculer, pour ag,...,ay,—1 € C, . ~ -
N wLoa
al ..... .. anfl CLU

25.1

Soit D = Diag(dy,...,dy) € My,(K) une matrice diagonale, et P € K[X] un polynome.
Calculer P(D).

25.2

Soit u € L(E) ou E est un K-espace vectoriel, et P € K[.X].
Montrer que si A est valeur propre de u, alors P()) est valeur propre de P(u).

13.1
Soit n € N* et P = (X +1)" — (X — 1)".

(a) Déterminer le coefficient dominant et le degré de P.
(b) Montrer que les racines complexes de P sont des racines simples.
(¢) Préciser le produit et la somme des racines de P.
(d) Déterminer explicitement les racines de P.
Soit n € N*.
(a) Décomposer X" — 1 en facteurs irréductibles dans C[X].

(b) Décomposer X" — 1 en facteurs irréductibles dans R[X].
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'Exercices du CCINP 2 travailler |

Gs 67
0 a ¢
Soit la matrice M = [ b 0 ¢ | ou a,b,c sont des réels.
b —a 0
M est-elle diagonalisable dans M3 (R) ? M est-elle diagonalisable dans M3 (C)?
Gip 69
0 a 1
On considere la matrice A= [a 0 1| ou a est un réel.
a 1 0

1. Déterminer le rang de A.

2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?
Qb 73
2 1
OnposeA-(4 _1>.
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

. . . . . 3 0
2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice (0 B 2).

En déduire que I’ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect (I, A).
G 74

1. On considére la matrice A =

N O =
O = O
—= O N

(a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.

(b) Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres associés.

T+ 2z
Y ou z,y, 2z désignent trois fonctions de la
2z + 2

/
2. On considere le systeme différentiel !
/

NS

variable t, dérivables sur R.

En utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systéme.

Grp 83

Soit u et v deux endomorphismes d’un R-espace vectoriel F.

1. Soit A un réel non nul. Prouver que si A est valeur propre de u o v, alors X est valeur propre de
VO U.
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X
2. On considere, sur E = R[X] les endomorphismes u et v définis par u : P — / Petv:P+—
1
P

Déterminer Ker(u o v) et Ker(v o u). Le résultat de la question 1. reste-t-il vrai pour A =07

3. Si F est de dimension finie, démontrer que le résultat de la premiere question reste vrai pour
A=0.
Indication : penser a utiliser le déterminant.

Grp 16

On considere la série de fonctions de terme général u,, définie par :

T

Vn € N*, vz € [0,1], Un($)=1n(1+%>—ﬁ.

“+o00
x x

On pose, lorsque la série converge, S(z) = Z [ In (1 + —) - —]
— n n

1. Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].

2. Calculer S'(1).

Grp 65.12

Soit  un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corps K (= R ou C). On note K[X] 'ensemble
des polynomes a coefficients dans K.

1. Démontrer que : V(P, Q) € K[X] x K[X], (PQ)(u) = P(u) o Q(u) .

2. (a) Démontrer que : V(P,Q) € K[X]| x K[X], P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u) .
(b) Démontrer que, pour tout (P, Q) € K[X|xK[X]: (P polynéme annulateur de u)=— (PQ polynoéme ann

. (-1 =2
3. SmtA—(l 2>.

Ecrire le polynéme caractéristique de A, puis en déduire que le polynéme R = X*4+2X3 4+ X2 —-4X
est un polyndéme annulateur de A.

0.10 Gip 91.34
0 2 -1

On consideére la matrice A= | =1 3 —1] € M3(R).
-1 2 0

On donne le polynome caractéristique : y4 = (X — 1)3.

3. Déterminer, en justifiant, le polynéme minimal de A.

4. Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 1)? et en déduire la
valeur de A™.

0.11 Gip 85
1. Soient n € N*, P € R, [X] et a € R.
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(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor, la décomposition de P(X)
dans la base (1,X —a,(X —a)?,-- (X - a)").

(b) Soit r € N*. En déduire que :

a est une racine de P d’ordre de multiplicité r si et seulement si P(")(a) # 0 et Vk € [0,7 — 1]
, P (a) = 0.

2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme P = X% 4+ aX? 4+ bX et
factoriser alors ce polynéme dans R [X].

G 87

Soient ag, a1, ,an , n+ 1 réels deux a deux distincts.

1. Montrer que si bg, b1,---,b, sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme
P vérifiant

degP <n et Vie[0,n], P(a;)=b.

2. Soit k € [0,n].
Expliciter ce polynéme P, que ’on notera Ly, lorsque :

0 si 1#k

Vi€ [0,n], bi:{l sii—k

n
3. Prouver que Vp € [0,n] , ZaiLk = XP.
k=0

G 90

K désigne le corps des réels ou celui des complexes.
Soient a1, as, ag trois scalaires distincts donnés de K.

1. Montrer que ® : Ky[X] — K3 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
P — (P(al),P(ag),P(ag))

2. On note (e, e2, e3) la base canonique de K? et on pose Vk € {1,2,3}, L, = ® (ex).

(a) Justifier que (L1, Lo, L3) est une base de Ko[X].

(b) Exprimer les polynémes L1, Lo et Lz en fonction de a1, as et as.

3. Soit P € Ky[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, Lo, L3).

4. Application : on se place dans R?> muni d’un repére orthonormé et on considére les trois points
A(0,1),B(1,3),C(2,1).

Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les points A, B et C.
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