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Quelques Remarques

Ceci est un ensemble d’exercices destiné a s’exercer sur ’écriture de preuves en déduction naturelle.
Il ne s’agit pas d’'un ensemble d’exercices sur le chapitre de la déduction naturelle. On peut le voir
comme un catalogue de samples ou puiser (les sources sont accessibles) plutét qu’une ceuvre musicale.

Les sections 2 a 4 concernent les preuves dans le cadre de la logique minimale qui semble étre celui du
programme d’option informatique en MP.

La section 5 concerne les preuves dans le cadre de la logique intuitionniste ; on ajoute la regle Ex falso
sequitur quod libet qui permet de déduire toute formule d’une contradiction. On peut lire le programme
en incluant cette regle sous la forme d’une modification de I’élimination de la négation qui deviendrait

Tk

(&)

La section 6 concerne les preuves dans le cadre de la logique classique ; on ajoute de raisonnement par
I’absurde. On peut y démontrer les réciproques de preuves déja vues.

Sans en faire une démonstration générale, on illustre le fait qu’on passe de la logique minimale a la
logique classique

1. soit avec la régle du raisonnement par I’absurde

2. soit par la regle de la double négation

3. soit par la regle du tiers exclu associée a la regle de 'absurdité intuitionniste.

Lorsque la démonstration prenait trop de place en largeur, j’ai utilisé une abréviation. Si celle-ci n’est
pas indispensable pour ce motif, j’ai préféré laissé les séquents au prix d’une présentation un peu lourde.

De méme, pour des calculs trop longs, certaines déductions, 4.1.1.2, 6.1.6, 7.4.5, 7.4.6, 7.4.7, 7.4.8, sont
découpées en étapes

Il y a enfin quelques longues déductions dans le cas d’une élimination de Vv, 4.1.2.1, 4.3.2.2, 4.3.3.2,

4.4.3.2, 7.2.4.2, pour lesquelles la preuve de la seconde branche n’a pas été écrite.

T'Foe

m p, qui permet de remplacer ¢ par ¥ quand ces deux formules

J’introduit une regle de renommage,
désignent la méme chose.

Il y a des erreurs dans ce document, n’hésitez pas a me les signaler, je corrigerai celles-ci.



1.1

1.2

1.3

Regles de la déduction naturelle

Logique propositionnelle minimale

Axiome, hypothese ou réflexivité I ax
ke
Monotonie ou affaiblissement — a
AR
'+ 'k
Introduction de la conjonction 1 w2 Ni
I'F o1 Aps
3 'k A 'ty A
Elimination de la conjonction RSO Ne SR SAL L Ne
F }_ 301 F l_ @2
'+~ '+
Introduction de la disjonction T Vi T V;
F"gﬁl\/gﬁg F'_(pl\/ﬁpz
3 'y Vv o F I', oo
Elimination de la disjonction A Lty P2t v Ve
'y
. R Lok
Introduction de I'implication =~ ————
'kp—1
L o 'tp—=v¢ Tkop
Elimination de 'implication ou modus ponens o —e
. L ok L
Introduction de la négation @—— —;
T'k—p

Elimination de la négation
kL

Logique propositionnelle intuitionniste

1
'y
Son emploi ne se fait que dans le cadre de la logique intuitioniste.

Absurdité intuitioniste e

Raisonnement par ’absurde

On énonce 3 reégles qui sont équivalentes.
Leur emploi ne se fait que d ans le cadre de la logique classique.

. — te

e Tiers exclu TFoV-p

e . Ly
e Elimination de la double négation — ——¢

'k
. Iimpk L
e Raisonnement par 'absurde =~ ——— raa
T'kFoe



1.4 Logique du premier ordre
La notation o[z < t] signifie qu’on a remplacé la variable x par le terme ¢ dans .

I'F¢  a n’est pas une variable libre de I"

e Introduction du quantificateur universel i
I'FVxp
. I' =Vxp
e Elimination du quantificateur universel ————
T'F oz + ¢t
pour tout terme ¢ dont les variables libres ne sont pas des variables liées dans . En utilisant la
'tV
substitution @[z < x] qui redonne ¢, cette régle sera souvent employée sous la forme # Ve
¥
. . o Dhplr et -
e Introduction du quantificateur existentiel B 3J; En remarquant qu’on peut écrire ¢ sous
e
X . ko
la forme @[z + x|, cette régle sera souvent employée sous la forme = ———
'k 3Jzp

'k 3zp F,(pl—d)a

e Elimination du quantificateur existentiel .

e

si x n’est pas une variable libre de I" ni de .



2 Exercices simples

2.1 Résultats naturels

211 Fp—op

ax

pkp
Fp—p
2.1.2 p,-pk L
ax ax
,TpEp p,—pE —p
p,—pk L e
2.1.3 p,qkpAgq
ax ax
p.qt-p pata
p.a-pAg '
2.14 pAqlkqgAp
ax ax
pAgEpAg p/\quAqA
pPAGq prabp
pAgEgAp '
2.1.5 pVqglkqVp
— ax — aX
ax pVag,pkp pVag,qkgq i
pVagtpVg pVag,pkqVp pv%quvpv
pVagkqVp ‘
2.1.6 —-——pk-p
— ax ax
—=-p,p,pEp ﬁﬂﬁpﬁhﬂpk‘ﬂ7ﬂ
———p,p,—pk L ‘
- ax

—==p,p - =(=p)

—==p,p = = (=-p)

e

-—p,pk L



2.2 Implications

2.2.1

2.2.2

2.2.3

2.2.4

2.2.5

2.2.6

e

qg-p—q
ax
erkFq
gFp—q
pAqgkp—q
—_— ax
pPAqpPFEDPAq
- e
PAGpEq
.
pAqghkp—q
p—=qbp—(pAq)
ax ax
p—>qpkEp—gq p—>q,pkp
ax —
p—>aq¢pkp p>rartq

3

pP—qpEpAq
p—=qbFp—(pAq)

%

p—orE(pAg —r

ax
p—=T,pANgEpAg

ax
p—=>r,pAqkp—r p—=>r,q—>r,pANqkDp

p—=>r,pAqkr

p—=rE(pAqg) —r

Fp—(¢g—p)
ax
pqtp
.
pFqg—p
.
Fp—(q¢— p)
pE(—4q) —q
— aX —F aX
»p—qkp—gq D,p—qkp
e
»P—qtgq

%

pE®—q) —q



2.3 Divers
2.3.1 pV(pAgtp

ax
pV(pAqQ),pAgEDPAg
ax

ax
pV(AgQFPpV(pAg) pV(PAQ),pFp pV@AQLpAquv
pV(pAg)kp

€

2.3.2 pAqg,TAsFDAs

ax ax
pAq,r/\sl—p/\q/\ pAgrAskETrAs

e

pAgrAstkp °  pAgrAsts

%

pAgrAsEDPAs
2.3.3 pgArtEpAg

— aX

DqATHE QAT
ax =2 T A,

pgAT D nqArFqA

1

pgqATEDPAG

2.3.4 pk-—p

ax ax
p,pED prmFﬁpﬁ
p,ophk L

pE-p

€

2.3.5 F-(pA-p)

ax ax
pAﬂprAﬁpA pAﬂprAﬁpA

pA-pEp " pAopkop
pA-phk L
F=(pA-p)

€

e

i



3 Implications
3.1 Simplifications

3.1.1 p—-pk-p

— aX
p— -p,pkp

p—-p,pEp—p

aXx — aXx
p— -p,pkp

e

p— p,pk—p _

&

p—ppbLl

p—-phk-p

La forme —p — p F p se démontre en logique classique, voir 6.1.1.

3.1.2 p—q,—qF-p

pP—>q,7¢pkEp—q

- ax
— q,7q,
p—4q,7qp p_>

P—q,7q¢pkq

ax
p—q,7q,pk g

3.1.3 p—q,pVqgtg
OnnoteI'=p—q,pVq.

e

p—¢-gpkLl
p—q¢, gk -p

p—q¢pVegpkp—q

ax

ax Y - ax
_>7 )
p—4,pV4qp P_>

p—q,pVqtpVgq

(&

p—q,pVqgptq

314 p—q,p——qk-p

p—q¢pVaqtq

p—q,pVq,qtq y

ax

pP—q,p—q¢pkEp—q

P—q,p—qpkp

ax ax

P—q,p—q¢ptp—q

P—q,p—¢ptq

p—q,p—qgpkp

e

p—q,p——qpk—q _

3.1.5 p—(qVr),~g,-rF-p
Onnote ' =p — (¢ V1), ~gq, —r,p.

€

p—q,p——qpk L

i

p—¢q,p— gk -p

- ax ax ax —— ax ax ax
P'kp—(gVvr) I'kp I'gkgq I'gF—q Irtr IrE-r
—e e e
'kFqgvr Igk- L LrE L
p—(qVr),—g,-rpk L ‘
-y
p—(qVr),—g,-rk-p
3.1.6 p—(¢g—r),p, Tk q
OnnoteI'=p— (¢ —7r),p,7,q.
ax ax
F'kp—=(g—r) I'kp
—e ax
Fkqg—r p—(qg—7)p,-rqkq
—e ax

p—(qg—r),p,rqkr

p— (q — T),p,—'T,q F—r

-

€

p—(¢g—=r),p,-rqk L

i

p— (g —=71),p,~rt g

10

ax

e



3.1.7 p—(¢g—=r),p—qpkr
OnnoteI'=p— (g —=71),p— q,D-

ax
F'kFp—(g—r) I'kp

p—=(@—=r),p=>qpFq—r

ax ax

ax
'kp—gq T'kp
p—(qg—=r),p—=qpkq

e

e

p—(—=r),p—=qpkr

3.1.8 p—>(¢g—r),g—=>pbqg—r

p—(qg—r1)g

ax ax
Fg—p p—(g—r1)qkq

ax
p—=(g—=r)qbp—(¢g—r)

(&

p—=(qg—=r7)qkp

p—=(@—r),qbq—r

€

p—(@—r)qkq

3.19 p—>(p—q)ptyq

p—(qg—=r),qkr

i

p—(qg—=r),g—orkEqg—r

ax

ax

p—{@—=q,pFp—(P—q) p—=(P—q),pkp

p—=(—q,pFp—q

—e ax
p—=((P—=q),pkp

€

p—=(@—=q,pFq

11

ax

e



3.2 Transformations

3.21 p—qF-qg——p

ax ax
P—q,q¢pkEp—q p—q,qgpkp
—e ax
P—q¢qprq p—q,qpt g
p—q,qgpk L ‘
p—q,~qk—p

%

pP—qF—qg— —p

C’est la principe de la transposition.
La réciproque se démontre dans le cadre de la logique classique, voir I'exercice 6.1.4.

3.22 poqgb(pAr)—=(gAT)

ax
p—=>q,pATEDPAT
ax Ne ax
p—=>¢pArEp—q p—>¢pArkEp p—=>¢pATrEpPAT
H
p—=>q,pATFq ¢ p—>q,p/\r|—r/\ ‘
i

p—=>q,pATFEqgAT .
K3
p—qk(pAr)—=(gAr)

3.23 (pAr)—=(gAT),rEp—gq

ax ax
(pAr)—=(gAr),r,ptp (p/\r)—)(q/\r),r,pl—r/\
ax .
(pAT) = (gAT),m,pE(DAT) = (gAT) (pAT) = (gAT),m,pEDAT '
(pA7T) = (gAr),rpEgAnr ‘
(pAT) = (gAT)mplg
(pAT) = (@AT),rED—q
3.24 p—oqgk(pVvr)—(qgVr)
ax ax
p—qpVrpkEp—gq p%q,p\/r,pr_) ax
p—qpVrphkq v ‘ p—qpVrpkr Y
ax ; ;
p—qpVrkEpVr p—qpVrpkqvr p%q,pVT,quVrvl

€

p—=>q,pVrEqVr

—i
p—qF(@Vr)—(qVr)

On peut prouver (pVr) — (¢Vr),-rt p— g mais on a besoin de (L.), voir I'exercice 5.1.4

3.2.5 (pAg)—=r,rkEp——g
Onnote ' = (pAgq) — r,—7,p,q.

ax ax
I'kp I'kHgq

ax Ni
(pNq) = r,—rpgk (pAg) —r (pAq) = r,—r,p,gbpAg
—e ax

(P/\Q)_)Taﬂ"zpvqkr (p/\q)—)r,—m,p,q}——\r

e

(p/\Q) HT,_'Tap,qFJ—

—_

(pNq) = r,—r,pk g

i

(pANq) = r,—rEp——q

12



326 p—qr—sk(pAr)—=(gAs)

OnnoteI'=p— q, 7 — s,pAT.

- ax — — ax
I'EpAr TrHpAr
ax e ax e
'tEp—q F"?_) I'kr—s T'kr
p—>q,r—s,pArkq ¢ p—q,r— S, pArks ¢
i

p—=>q,r—s,pArkEgAs
p—qr—sk(pAr)—=(qgAs)

i

3.2.7 poqr—sk(pVvr)—(qVs)

OnnoteI'=p— q,r — s,pVr.

— ax ax — ax ax
IipkEp—q I',pkp I''rkr—s I'rkr
—e —e
p—qr—s,pVr,pkq y p—=q,r—s,pVrrks y
ax ; i
p—=>qr—s,pVrtEpVvr p—q,r—s,pVr,pkqVs ! p—>q,r—>s,p\/r,r|—q\/svl
p—q,r—s,pVrktqVs ¢
p—>qr—skpVvr)—=(qVs) ’
3.28 p—(¢qVr),g—s,r—skp—s
Onnote'=p— (¢Vr),qg— s,7—s,p.
- ax ax ax ax — — ax ax
F'Ep—(qgVvr) I'kp Igtqg—s gt q Lrkr—s Lrkr
—e —re —e
I'kFqvr Igks F,rl—sv
[ ]

p—(g—r),g—s,r—spts

i
p—(qg—=r),g—=>s,r—>skp—s
329 p—o(¢g—=r)Fgq—(p—r)

ax ax
p—(q—r),pgkp—(g—r) p—(g—r),pqkp .

(&4
p—(q—r),pgkqg—r p—>(q—>7")7p,qu_>
e

p—(q—r),pqkr
p—(q@—=r),qkp—r
p—=(g—=r)Fqg—=(p—r)

i

13



4 Equivalences classiques

4.1 Distributivités
4.1.1 pA(gVvr)et (pAgV(pAT)

4.1.1.1 pA(gvr)E(pAqg V(pAT)
On note ¢ =p A (qVr).

ax — aX
@,qFpA(qVr) p,rEpA(gVr)
e ax Ne ax
ax e.qbp pata @, rp g,rbr
phpnlavr) p.abpAg vl e, rEpAT Y
ptqvr " v,qF (PAq)V (pAT) pr AV (PAT)

e

pA(gVr)E(AQV(PAT)
4.1.1.2 (pAq)V(pAT)EDPA(gVT)

Lemme 1 On commence par prouver (pAq)V (pAr)F p.

ax ax
AV (pAT),pAgEpAg R AV (pAT),pATEDPAT

ax e
(A V(pAT)F @ AV (pAT),pAqkDp (10Aq)V(p/\r),p/\?*pv
(PAq)V(pAT)ED

e

e

Lemme 2 On prouve ensuite (p Aq) V (pAT)FqVr.

ax ax
(pAQ)V(pM),pAquAqA (pAg)V(pAT),pATEDPAT
qVr,pAghq ve (PAQV (AT, PATET
ax i i
(pAg)V(pAT)E(AGV(PAT) (AN V(pAT)PAgEqVT (p/\q)v(p/\r),p/\qw\/rv

€

(A V(pAT)FqVT

Conclusion On assemble les deux déductions

Lemme 1 Lemme 2
AV (pAT)FDp (pAq)V(pM)FqW/\
(A V(pAT)FEpA(gVT)

4.1.2 pV(gAr)et (pVg A(pVT)
4.1.2.1 pV(gAr)E (Vg AlVr)

ax

pVI(gAT),gATFgAT

— aX
o _PV@Arnpbp o pV(AT.gATEG
1 T
pV(gAT)EpV(gAT) pV(gAT),pFEpVyg pV(CJA?"),cJAv“H)\/qv Idem
e
pV(gAT)FpVg pV(qM)vaqA
7

pV(Ar)E(VgA(pVT)
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4.1.2.2 (pVvg A(pVr)FEpVi(gAT)
Onnote p=(pVg A(pvr)etT=(pVag) A(pVr)q.

ax ax
I'rkgq Tirikr

ax ax N
Fl—(p\/q)/\(p\/r)/\ I'pkp D,rqgAr
ax ax e 1 -
pF{@VgyN(Vr) o,pkFp LkEpvr LipEpVigAr) L,rEpVi(gAr)
/\e 7 e
pekpVyg o,pEpVi(gAT) 1“F;DV(qM)v
(Vo ANPVr)EpV(gArT)
4.2 Lois de de Morgan
4.2.1 —(pVq) et "pA—q
4.2.1.1 —(pVgF-pA—q
—_— aX — aX
~(pVaq),pkp ~(pVa)qkq
ax Vi ax i
“(pVa),pk-(pVa) ~(pVaq),pFpVq ~(pVaq),qk-(pVa) =(pVa),akpVq
e e
-(pVae,pEL ~(pVag)q-L
—(pvVat-p ~evolt-a

?

“(pVaq)F-pA—q

4.2.1.2 -pA-qt-(pVyq)
On note p =—-pA-qget p =pVgq.

ax ax
0, Y, p—pA g 0, Y, qF —p A g
S Ne — a A
o, Y, pp w,w,pFﬂpﬁ ©, Y, q - q w,w,qFﬂqﬁ

e

ax
“pA-q,pVqtpVq “pA-q,pVgpk L ﬂpAﬂq,qu,qFLv

(S

e

“pA-g,pVgk L
“pA-qgk-(pVq)

4.2.2 —(pAgq) et =pV —q
4.2.2.1 —(pAqF-pV-q

La déduction se fait en logique classique, voir I'exercice 6.1.7

4.2.2.2 ﬂp\/—\q = ﬁ(p/\q)

On note p =—-pV -qget Y =pAq.

—_— aX —_— aXx
o, Y, pEpAgq ax 0, Y, g pAg ax
R A o, pEp o0, —qFq e, mgk g
- _‘e _|e
©, Y -pV g w, Y, pk L WﬁﬁqFlv

-pV-gq,pAgk L
—pV gk -(pAg)

— .
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4.3 3 formules équivalentes
4.3.1 (pAg)—retp—(g—r)
4.3.1.1 (pAq)—=rkEp—(g—r)

ax ax
(pAg) = rpgbp prg) 2 rpata

T

ax
(pANq) = rpgE(pAg) —r (pANq) = rpgbEpAg

(pANq) = rpgbr
(pNq) —=rpFqg—r

€

)

i
(PANq)—=rEp—(qg—r)

43.1.2 p—o(¢g—or)F(pAg) —r

ax
p—(qg—=r1),pNgt-pAg

P PR ax p_)(q_Hq)’p/\q;_pH: p—>(q—>7“),p/\q|—p/\qax
p—(q@—=r)pAgbqg—r ‘ p—(@—r)phgkqg
p—(¢g—r),pAqtr ‘
p—=(@—=r)F(pAqg) —r '
4.3.2 (pAgq)—ret(p—or)V(g—r)
4.3.2.1 (pAg)—=rE(p—=71)V(g—>T)
Ce résultat se déduit dans la logique classique, voir I'exercice 6.1.8.
4322 (p—=r)V(g—=r)F@Ag —r
OnnoteI'=(p—r)V(g—r),pAgq.
F,p—H"I—p/\an
I‘,p—)rl—p—H“aX I''p—rtp ‘ Idem
TF(p—r)Vig—r) e L,p—rkr ‘ Lg—rkr
(p—=>r)V(g—=r)pAgkr ‘
p—=r)Vig—=r)F(pAg) =7
433 p—(g—r)et(p—>r)V(g—T)
4331 po(g—=r)Fp—o7r)Vig—r)
Ce résultat se déduit dans la logique classique, voir I'exercice 6.1.9.
4332 (p—or)Vg—=rkFp—(¢g—r)
OnnoteI'=(p—7r)V(g—r1),pq.
ax F,p—)rl—p—)rax F,p—H"I—pi( Idem
TF(p—=r)Vig—r) p—=r)V(g—r),pg,p—rtr ‘ (p—=>r)V(@—=r)p,gq9—T1kET

p—=r)V(g—=r),pgtr
p—=r)V(g—=r),pkqg—r

i

i

(p—=r)V(g—=r)bp—=(g—r)
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4.4 Distributivités d’implications
441 p—(gAr)et (p—=q Alp—r)
4.41.1 p—(gATVF (= Ap—T)

aXx ax
p—(qgAr),pFp—(qAT) p—(qAT),pFp

p—(gAT),pFqNnT
p—(gAT),pFq
p—(gAr)Fp—gq

€

€

ax ax
p—(qgAr),pFp—(qgAT) p—(qAr),pFp

p—(qAT),pFqAnT

(&

€

p—(gAr),pkr

p—=(gAr)Ep—r

%

p—=@Ar)Fp—=gN(p—r)

4.4.1.2 (pogAlp—r)Fp— (gAT)

OnnoteI'=(p— ¢) A (p— 7).

ax

— aX aXx
IpEp—q Ipkp

ax
I'pFp—r

L,pkp

P—=aNP—=r1)pFg

=g Np—r)pkr N

e

=g Np—=r)pEgnr

p—=qp—=rEp—=(gAT)

4.4.2 (pVvg) —ret(p—r)A(g—rT)

4421 (pVq)—=rb@—=r)A(g—r)

(pVaq)—rpkp
(pVaq) =rpk(pVg —r (pVaq) —rpkpVyg
(pvag —rpkr

%

(pVqg)—=>rkEp—r

ax

€

ax

(pVaqg)—rqkq
(pVaq) —=rqgt(pVg —r (pVaq) —rqkpVvg
(pVaq) —rqkr

ax

%

(pVq)—>rkEqg—r

%

(pvVqg) =rEp—r)A(g—r)

4.4.2.2 p—org—rE(pVe —r
Onpose'=p—>r,q—rpVyg.

—  ax
T'pFp—r

Ipkp

ax ax

—  ax
I'gFq—r I'qgtq

e —>€

ax
p—r,q—=1r,pVqkEpVg

p—=rq—=rpVgpkr

p—>rq—rpVqgqkr y

p—r,q—>r,pVqgkr

%

p—or,gq—>rkE(mpVe —r

443 (p—q¢gVp—or)etp—(qVr)

4431 (poqVp—-rFp—(qVr)

Ce résultat se déduit en logique classique, voir 'exercice 6.1.10
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4432 (p—oqVp—-rFp—(qVr)
Onnote p=(p—q)V(p—r).

ax ax
o, p,p = qkEp—q o, p,p—>qtp
. pppatba ‘ Idem
ppF =g Vo) ¢,p,p > qbqVr o p T VT
p,pFqVr ¢

i

p—=qVp—r)kp—(qVr)

444 g—orkE(p—=q¢ —>pP—r)
4441 g—orkEp—q) = (p—or)

ax ax
a 1TTPOPEP G ¢>rp=aptp |
e

q=np=gphg—or q—>rp—qptq

€

q—mrp—qphkr

%

q—mp—>q¢pEp—rT

g—=rEp—=q9—=>(m-—r)

4442 p—qgq—orEp—r

ax ax
p—qq—r,pkEp—q p—qq—Trpkp

ax
p=qq—mphg—r p—q,q—7mpkq

e

e

p—>qq—r,pkr

p—=>q,q—rkEp—r

18



5 Logique intuitionniste

5.1 Usage de I’absurdité intuitionniste

Dans cette section 'usage de ’absurdité intuitionniste (L.) est possible.

5.1.1 —-—p,pV-pkp

ax ax
==p,pV =p,—p bk —p ==p,pV p, ~p F ~(=p)

—=p,pV p,—pk L

e

ax ax Le
—=p,pV -opkpV-p —=p,pV -op,pkp —=p,pV op,—pkp

Ve
—=p,pV-pkp

5.1.2 —-pkp—q

ax ax
-p,pEp —p,p - —p _

-p,pk L
-p,phgq
pEp—q

5.1.3 pVgq,—qkp

ax ax
pVq,q,qkq p\/qﬁq,q'-ﬂqﬁ

Vq,q,qF L
pVvVq,7q,q 1

e

ax ax e
pVgqg,q-pVyq pVq,qpkp p\/qﬁq,quv

e
pVgqg—qkp

5.1.4 (pVr)—(qVr),-rkp—gq
OnnoteI'=(pVr)—(gVr),-rp

ax ax — aXx
ax I'kFp _ Lrkr LrkE-r
F'E(pVvr)—=(gVvr) T-pvr Lr-1L1 ‘
—e ax
(pVr)—=(qVr),-rpkqVr (pVvr)—=(qVr),-rpqkq (pVr)—=(qVr),-rprkq

(pvr)—=(qVr),-rpkq

%

(pVr)—=(qVr),rkEp—q

5.1.5 —-(p—qgFg—p

ax
-(p—q),qpkq

7
“(p—q).qFp—q “(p—=q),qF=(p—q)
-(p—q)qk L

ax

e

“(p—q),qFp
“p=qtFqg—p
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5.2 Déduction de ’absurdité intuitionniste

5.2.1 Une autre regle

On transforme 'exercice 5.1.2 en la regle de création d’implication

I'F-p
Fp—q

Dériver (L.) en utilisant cette régle. On note p = 1 — L.

5.2.2 Depuis (——)

T+ L 'L
IL+1 Ipk L
FI—J_—>J_p 'E-p

T'tp I'HEp—gq

I'tgq

%

c

e

Dériver (L.) en utilisant (——).

5.2.3 Depuis (raa)

kL
I'—pk L
Py

TFp

Dériver (L.) en utilisant (raa).

' 1 a
I',-pkF L
I'tp
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6 Logique classique

Dans cette partie, 'usage de (te), (raa), (——¢) ou (L) est possible.

6.1 Implication et disjonctions

6.1.1 —-p—pkp

ax —_— aXx
-p—p,opk-p—p —p—p,opk-p
—e —————————— ax

-p—p,~pkp ﬂp%p,ﬁpFﬁpﬂ
p—-p-pkLl

(&

p—pk-mp

_|_|e
p— p,bp
La forme p — —p F —p se démontre en logique minimale, voir 3.1.1.
6.1.2 p—gk-pVg
ax ax
pP—q¢pEp—q p—q,pkp
—e - ax
te p>artqg p—q,pk-p
- 7 7
p—qkpV-p p—q,pk-pVg p—>q,ﬁpl-ﬂquv
e
p—qk-pVyg
6.1.3 —-pVgkp—gq
— aX ax
-pVgq,-p,pkp -pVgq,-p,pt—p
e
—pVgq,ppk L n
e — aXx
to RAX O Y Asl N pVq,qpq
- 1
—pVqkpV-p pVgq,pkp—gq ﬁpvfz,ql-p—ﬂzv
e
pVgkp—gq
6.1.4 —-q— -pkFEp—gq
ax ax
ax —q — —p,p,~q = g — —p —q — —p,p,~q = ~q
e
—q — —p,p,7qFp =g — —p,p,q = —p
e
—q — —p,p,mq - L
raa
—q— —p,pkq

i

~q—=pFp—q
C’est la réciproque de 'exercice 3.2.1

6.1.5 g—>r,~q—-pkEp—r

On note I' = ¢ — r,7qg — —p, p.

ax — aX

I,=qtF—qg—-p I, =gt —q
—— ax —e
I,=qtp I,=q+—-p

—— ax ax

Igkq—r I'gtq I',—qF L
— te —e —_— 1.
I'-qVv—gq Igkr F,—\ql—rv

q—r,mq— p,phT

(&

(&

q—>r,~q—-pkp—r
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6.1.6 pVg—qVrkEpVvr

On utilise (te) sous la forme PV g, —qVrEqV—g te

Lemme 1 On commence par supposer ¢

ax

ax

pV¢q,-qVr,qg-qtq

pv%ﬁqvn%ﬂqkﬂqﬁ

pVg,~qVrg-gk L

pVq,qVrqt—-qVr pVqg,-qVr,qg-qkr

ax 1.

e

ax

pVqg,-qVrqrtr

pVq,qVr,qkr

pVq,-qVr,qg-pVvr

Lemme 2 On suppose maintenant —q.

4

e

ax ax

pVq,~qVr,—qqtq

pVq,~qVr gk q

—_

ax

ax
pVq,-qVr,~qkpVgq pVq,~qVr,—qgptp

e

pV¢qg,-qVr,—qqk L

(&

pVq,~qVr,mqkp
pVq,~qVr,mqgkEpVr

Vi

Conclusion On peut alors tout réunir.

pv%ﬂqvnﬂ%ﬂquv

€

te Lemme 1 Lemme 2
pVq,qVrkqVq pVq,-qVr,qg-pVvr pv%ﬂqvnﬂquvTv
pVqg,qVrkEpVr ¢
6.1.7 —(pAq)F-pV—q
On note ¢ = =(p A q).
o OPabp ©, P, q in
0,0, qF=(pAq) ©,p,q-pAg
@, g L ‘
—_ —— ax
to v, pk—q @, pk—p
o _ P4 _ewrtr .
pkEpV-p ©,pkpV g %ﬁpkﬁpvﬁqv

—(pANq)F-pV g

C’est la réciproque de 'exercice 4.2.2.2

6.1.8 (pAq)—>rk(p—r)V(g—r)

On note ¢ = (pAgq) — .

X ax

e

ax ax

axc %nqkpa %anpAi o,7p,pEp ¢, pp P
e.p.qt (pAg) =T e.p.aFpAg poppb L ‘
e,pqbr ‘ o, -ppkr
te o,pEqg—r o, pEp—r Vi
pFpVv-p p.pE(p—=r)Vig—r) wrmk@—HOVM%T)V

(pANg)—=rE(@—=r)Vig—r)

C’est la réciproque de 'exercice 4.3.2.2
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6.1.9 p—(g—>nr)F{pP—-r)Vig—r)
On note ¢ =p — (¢ = r).

— ax — aX
@, p,pp ©,mp,p bk —p
e
p—(¢g—=r),-ppk L
ax ax Le
opFp—(g—r) sa,pr_> p—(qg—r),-ppkr
e
i p—=(g—=r)phg—r v p—=(g—=r),pkp—or Ul
1 1
p—(@—r)FpV-p p—=(qg—=r),pF—=1)V(ig—r) p—>(q—>7")ﬁpk(p—>7")v(q—>7")v

(&

p=(g—=r)Fp—=r)Vig—r)
C’est la réciproque de 'exercice 4.3.3.2

6.1.10 p— (qVr)F(p—=qV(p—r)

Lemme On commence par p — (¢Vr),pF (p—q)V(p— 7). Onnote p =p — (¢ Vr).

—F aX — aX

ppata e,pqbr

v, qFp—q ! p,rEp—r !
ax — ax Vi Vi
e.pEp—(qVr) so,pPp_> e.q-pp=qVp—r) off orEpP—=qVp—r) off
e pFqVr © opatp—=qVip—T) e ab b=V

(&

epE(P—=q)Vp—r)

Conclusion On passe alors & la déduction demandée.

— aX — aX
o, 7p,pEDp $ PP
o,p,pk L ‘
e, p,ptq
te Lemme e, pkEp—q ' v
pkEpV-p e, pE(Pp—=q) V(p—r) o, pE@—=qV(p—r)

(&)

p—=@@Vvr)E(p—aqVp—r)
C’est la réciproque de 'exercice 4.4.3.2
6.2 Equivalences des régles

6.2.1 (——.) donne (te)

Dériver (te) en utilisant (——,)

ax
I'=(pV-p),pkp

D,=(pV-p).pFpV-p  T,=(pV-p),pk-(pV-p)
Loev-p)pt L
I'=(pv-pbt-p
D,~(pV-p)FpV-p L, =(pV=p)F=(pV-p)

L,=(pV-p)kF L
Tk —(pV-p)
'EpVv-p

ax

e

ax

e

-/
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6.2.2 (raa) donne (te)

Dériver (te) en utilisant (raa).

ax
I'=(pV-p),pkp

7
L,=(pV-p),pEpV-p L,=(pV-p),pk—-(pV-p)
F,_'(p\/_'p),p'_ 1 )
I',=(pV-p) k- -p

ax

e

L,=(pV-p)FpV-p L,=(pV—-p)F-(pV-p)

Li=(pv-p)k L
'EpVv-p

6.2.3 (te) donne (——)
Dériver (——) en utilisant (te) et (L)

'k-—p
L,—pk—p L, —pkF =(-p)
r',-pkF L
te ax P
F'EpVv-p I,pkp I,—pkp

T'kp

€

6.2.4 (raa) donne (——,)
Dériver (——) en utilisant (raa).
I'k-=—p
ax
I'—pk—p I, —pk =(-p)
I-pkF L
'k op

6.2.5 (te) donne (raa)
Dériver (raa) en utilisant (te) et (L)
I-pkF L
te ax ——— 1,
LEpVv-p Lipkp Lopfp,
I'kp ¢

6.2.6 (——.) donne (raa)
Dériver (raa) en utilisant (——.).
I,-pk L
'F—-—-p
I'kp

24



7 Logique du premier ordre
7.1 Divers
7.1.1 Vzpl 3zp

—— ax
Vo - Voo
T Ty,
Vzo b plx < t] .
Ve - Jze

7.1.2 3tNVxe(t,x) F Yy3ze(z,y)

ax
Vap(t, z) F Vee(t, )
Vao(t, ) - o(t, z)x < y]
Vap(t,x) Fo(t,y)
Vap(t,z) b o(z,y)[z < 1]
Vaop(t, ) - Jrp(z,y)
Vap(t, x) F Vydee(z, y)
ax aff
JtNVrp(t, ) F Vet x) JtNVrp(t, x), Yee(t, x) - YyTzp(z,y) .
JtVrp(t, ) b YyIze(z,y)

<C

(&

u = -

7

e

On peut appliquer (V;) car y n’est pas dans Vzp(t, x)
On peut appliquer (3.) car ¢t n’est pas libre dans 3t.Vap(t, z) ni dans VyIzp(z, y).

7.1.3 VapF -(3z(-p))

ax
Ve, Jx(—p), 7o F Ve v

e ax
e Jz(—p), o Vap, 3z(-p), ~p b e
Vo, Ja(=p) b Ja(-p) Vo, 3a(=p) o b L ’
Vap, Jx(—p) F L ‘
Vo b —(3z(-e))
On peut éliminer 3 car x n’est pas une variable libre dans Vzp, 3z(—¢) ou L.
La réciproque demande un raisonnement par ’absurde, voir I’exercice 7.4.1.
7.1.4  Fx(—p) F =(Vp)
— ax
Vo - Ve
Ty,
Vrp @
a ax
o Jz (=), Vop, ~p ¢ Fz(=p), Yo, o e
Az(—p), Vee F Jz(—p) Fz(—¢), Ve, ~p F L . ‘

e

Az (—p), Vo F L
Jr(~p) F (Vo)

L’usage de (3.) est possible car x n’est pas une variable libre dans Jz(—), Yz ou L.
La réciproque demande un raisonnement par ’absurde, voir ’exercice 7.4.2.
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7.1.5 —(3zp) F Vz(-p)

—_— aXx
—(Fzp), ok

=(3zp), o F3xp  =(3xp), ¢ F —(3p)
—(3zp), o L
—(3zp) F -
—(Jzp) F Va(-p)

ax

e

L’utilisation de (V;) st possible car & n’est pas une variable libre de —(3xp).
La réciproque demande un raisonnement par ’absurde, voir ’exercice 7.4.3.

7.1.6  —(Va(-p)) F Jzp

ax

~(Va(=p)),~(Fze), 0o
~(V2(~9)), ~Gee) o F 3z ~(Va(-p)),~(3zp), ¢ F ~(Ga)
(VY (=), ~(Cap), o L N
(VY (=), ~(Fap) F —p

ax

e

~(Va(=9)), ~(Fup) - Va(~p) (Vo (=), ~(Frg) - ~(Ya(~p))

—\(Vx(—'go)), =(3zp) - L
= (Yz(=)) F Jz(=p)

L'usage de (V;) est possible car z n’est pas une variable libre dans —(Vz(—¢)) ni dans =(3z¢p).
La réciproque demande un raisonnement par I’absurde, voir l'exercice 7.4.4.

7.7 Jup(x), Yoy (e(z) = P(y) F Yy (y)
On note I' = Jzp(x), Vavy (o(z) — ¥(y)), ¢(z).

I+ VaVy(e(z) — ¥ (y)) ax
Tk Vy(gp(m) — w(y))[m +— 1z
I Evy(p(a) = ¥(y))
Tk (p(@) = () [y + Y]

TFo@ —o@) | Tre@

rp(z), Vavy(e(z) = ¥(y)), e(z) b ¥(y)

Swp(a) VeV (o(z) » b)) F Jop(@)  Frp() Vavy(p@) = $()), o) - y() i

A (x), Yoy (p(x) = ¢ (y)) F Vy(y)

On peut introduire V car y n’est pas une variable libre dans 3zp(z), VaVy(p(z) = ¥(y)) ou ¢(z).
On peut éliminer 3 car z n’est pas une variable libre dans Jzp (), VaVy(¢(z) = ¢(y)) ou Vyih(y).
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7.2 Distributivité des quantificateurs
7.2.1 Va(eAY) et (Vo) A (Vo))
7.2.1.1 V(e AyY) F (Yap) A (Vi)

Valp A 9) FValp AY) [ Vel AU FValgAY) |,
Velp A Epnad T ValpAd)E A

Vele AP F e Ve(e Ay
V(o Ap) E Vo ’ V(o A ) b Vayp /\14

Va(p A) b (Yap) A (Vo) '

Dans les deux cas (V;) est valide car x n’est pas une variable libre de Vz(p A 9).

7.2.1.2  (Vaxp) A (Vo) B V(e A1)

(Vo) A (Vo) F (Vo) A (Fzy)  (Vap) A (Vaw) b (Vap) A (Fzp)
(Vo) A (Var) F Vap y ‘ (Vo) A (Vo) b Varp ‘
(Vzp) A (Vag) F o (vap) A (vay) o

(Vo) A (Vo) o Ay
(V) A (Vo) B Vz(e A )

(V;) est valide car = n’est pas une variable libre de (Vzp) A (Vzi)).

g

7.2.2 x(eAy)F Jxp Adxy

waw),sowwwat Ew(s@/\w),wApr/\wt
(e A),p N F g 5. dz(pANY), o ANY Y i
- Fz(p AY), e A = Tz Fz(p AY), o A xp A,
Fz(p AY) F Iz(p A) Fx(p AY), o AN Txp A Jzep 5
Fx(p A) E Fzp A Jayp

€

L’usage de (3.) est possible car x n’est pas une variable libre dans Jz(p A ¢) ni dans Jxp A Jxyp
La réciproque n’est pas vraie, voir l’exercice 7.3.2.2

7.2.3 (Vxp)V (Vo) EVz(p V)

(Vap) V (Va), Ve - Vap \jx (Vzp) V (Vzp),Vayp = Vg .
o (a0) v (vay) Vap ko v (Vap) V (Vo) Yoy -
(Vo) V (Vo) I (Yop) v (Vav) (Vo) V (Vo) Yapl oV * (Yop) v (Vau) Yo o vy
(Vo) v (Vo) F o Vi ‘

(Vo) v (Vay) - Va(p vV o)

(V;) est valide car x n’est pas une variable libre de (Vazp) V (Vx1p).
La réciproque n’est pas vraie, voir ’exercice 7.4.5

%
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7.2.4 Fx(eVY) et (Jzp) Vv (Fzy)
7.2.4.1 Fz(eVY)F FBze)V (3zy)
On note ' = Jz(p V), p V.

ax

ax

Lobe o Lyky
e L, F 3z
Trove ™ TooF @G ve Lok (Gze)v @z9) vi
Salp V) F3alpVe) Salp V) oV U Grp) v Gad) _ 8

€

Jx(p V) F (Bze) vV (Jz)
L’usage de (3.) est possible car x n’est pas libre dans Jz(¢ V ¢) ni dans (Jze) V (Fze))

7.2.4.2 (3xp)V (Fzy) F Jz(p V)
On note I' = (Fzp) V (3xvp), Jzp.

ax

Liobo
LipbFovey
e LIF Bp T Topr Jz(p V1) 3; Idem
(Jzp) V (F29) F (Fzp) V (Fz¢)) (Fzp) V (Jz¢), Jzp = Fa(p V1)) (Jzp) v Bzy), 3z F (e V) Y

(Fze) v Fzy) F 3z(p V)

(3e) est possible car x n’est pas libre dans (3x) V (Jze)), Jzp ou Jz(p V ).

7.2.5 Va(p = ) F Vzp) = (V)

ax ax
Va(p = ), Voo E Ve (p — 1) v Va(p — ), Vep F Yep v

Va(p = ), Voo ko —=¢ Va(p = 9), Vet ¢
V(o = ), Voo k1
V(e — ), Vap - Vg
Va(p — ) F Ve — Vo

(&

L’usage de (V;) est possible car x n’est pas une variable libre de V(¢ — %) ni de Vxp.
Un forme affaiblie et sa réciproque sont faites aux exercices 7.3.5.1 et 7.3.5.2.
On peut voir aussi les exercices 7.3.7.1 et 7.3.7.2.

7.2.6 Tx(p = Y)F Vo) — (Fzy)

ax
Jz(p = ), 0 = 1, Vap - Vap v
ax
Jx(p = ), 0 =, Vap ko — 9 Jx(e = ¥), 0 = Y, Vap k@
3x(p = ), 0 = Y, Vap F ¢

Jz(p = ¥), o — ¥,V - Jayp
ax —
3

e

(o — ¥) F 3x(p — ) Jx(p = V), = ¢ F (Yop) = (3x¢))

€

(e = ¢) F (Vo) = (Fay)

(3e) est possible car x n’est pas libre dans Jz(¢ — ) ni dans (Vzp) — (3ze).
La réciproque demande un raisonnement par I’absurde, voir I'exercice 7.4.7.
Des formes affaiblies (et leurs réciproques) sont faites aux exercices 7.3.6.2 (7.4.6) et 7.3.8.1 (7.3.8.2)
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7.2.7 Jx(eAY),Va(yp — 0) F Jx(o A D)

On note I' = Fz(p A ), V(v — 0), 0 A

— - aX —— ax

Fl—Va:(zb—)@)v FEpAy
TFong " Trys8 ° Tre °
- = /\e _>e

TFo ree
(e AY),Va(p = 0), =0 oAb '
Fz(p AY),Va(yp = 0) F Jx(o A1) = Fz(p A1), V(b = 0),9 — 0+ Fx(p A 6) EIZ
(o A ), Vo — 0) F Jz(p A 6) ‘

L’usage de (3.) est possible car x n’est pas une variable libre de Jz(p A ), Va(1p — 0) ou Jz(p A 6).

7.3 Semi-distributivité des quantificateurs

Dans cette partie on suppose que x n’est pas une variable libre dans i et on prouve qu’on peut affecter un
quantificateur a ¢ uniquement quand on 'applique a @ A ¥, ¢ Vi) ou ¢ — .
Dans le cas de ¢ — 9, le quantificateur est inversé

7.3.1 Va(po A1) et (Vo) A, x non libre dans ¢
7.3.1.1 Va(pAY)E (Vep) A

ax
V(o Aip) = Va(p A1) s

Velp AV Ee Ay T Valp AY) FYa(eAY)
Vr(p AP) V‘e velen)Feny
Va(p AP Vap Valp AU Y

Va (o A ) F (Vap) A ’

L’usage de (V;) est valide car « n’est pas une variable libre de Va(p A ).
On a en fait repris la déduction de 7.2.1.1, simplifiée.

€

7.3.1.2 (Vxzp) ANy EVz(p A),  non libre dans ¢

(Vap) A F (Vag) Ay N
(Vxp) Ap F Ve v, ¢ (Vzp) AN E (Vep) A A
(Vzp) Np E o (Vap) N 1 A
(Vzp) AN oAy
(Vo) A = Va(p Ah)

(V) est valide car x n’est pas une variable libre de (Vxp) A .
On a en fait repris la déduction de 7.2.1.2, simplifiée.

7.3.2 Jz(pA) et (Jzp) A, x non libre dans ¢
7.3.2.1 Fz(p AY) F (3zp) A, x non libre dans

Hx(sMw),@AwaAwa}: .
Jz(p AY)p A E @ 5 (e A)p AN E oAy A
o ZleAY) oA dre ﬂw(w/\w)»s@/\waAi
Fa(p A) F 3z(p A ) (g Ap)p A Crp) Ao
Fa(p AP) F (Fze) Ay
(3e) est valide car = n’est pas une variable libre de 3z(p A ¢) ni de (3zp) A .

e
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7.3.2.2 (Jzp) A+ Jz(p A), x non libre dans ¢

ax
(Fzp) Ap, o = (zp) At

o GE Yol - Grp) Aoy ’
(Gep) Ao - Gep) Ay Gzp) Ao ony Z
(Gzp)ApFImp " () Ao 3ulp ) -

€

(Fzp) Ap E F(p Ay)

(3e) est valide car x n’est pas une variable libre de (Fxp) A ¢ ni de Jz(p A ¥).

7.3.3 Vz(e V) et (Vzp) Ve, z non libre dans 1
7.3.3.1 Va(o V) F (Yxp) V1, x non libre dans v

Ce résultat se démontre dans la logique classique, voir 7.4.5

7.3.3.2 (Vayp) Vi FVa(e V),  non libre dans

X

(Vxp) Vi, Vo F Ve 3@ o
o (Vzp) Vi, Voo = ¢ v, (Vap) Vi, o v,
(Yzp) Vi E (Yop) Vo (Vzp) Vi, Vop = oV (Yzp) Vb, F oV v,
(Vzp) Vi EpVy
(Vop) Vip = Va(p Vi)

(V;) est valide car x n’est pas une variable libre de (Vxp) V 9.

7.3.4 3Fz(p V) et (3zep) V1, x non libre dans ¢

7.3.4.1 Jx(e VYY) F (3xzp) Ve, x non libre dans
On note I' = Jx(p V), p V .

ax

Lok
_ —— ax
ok 3dze T,y
ax Vi Vi
LFevey Lot (Jzp) Vi wuaw)vwv
ax e
(P (P (P y P Ty
Jelp VY) F (e V) 3oV ) VU GV

(&

Jz(p V) F (Frp) Vi

L’utilisation de (3;) est possible car x n’est pas libre dans Jz(¢ V ¢) ni dans (Jzy) V 1.
On a en fait repris la déduction de 7.2.4.1, simplifiée.

7.3.4.2 (3ze) VY F Ix(e V1Y), x non libre dans
On note T' = (Jzp) V 1, Jzep.

ax

Lol
— T T v ax
o _eFeve o (Gzp) Vip, P o
Ch3rp — TeFevy) | Guo)vegbevey
1

Goro)Vor Gep) Ve Gep)ViIepr 3aeve)  Gep) Ve eleve)
(Brp) V= Fz(p V)

(3e) est possible car x n’est pas libre dans (3x) V ¢, Jzp ou Iz (p V ).
On a en fait repris la déduction de 7.2.4.2, simplifiée.

e
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7.3.5 Va(¢v — ¢) et v — (Vxp), x non libre dans 1)
7.3.5.1 Va(¢ = ) F ¢ — (Vzp), x non libre dans ¢

Vel = 9), ¥ F Va(d = 9) \f )
Vo(y — @), E Y — @ Vw(wﬁw)»wﬂﬁ_%
Vo(h — @),
Va(v — @), F Yoy
V(Y — @) B — (Vap)

(V;) est possible car x n’est pas une variable libre de V(i) — ¢) ni de .
On a en fait repris la déduction de 7.2.5, simplifiée.

X

)

7.3.5.2 1 — (Yzp) FVz(yp — ¢), © non libre dans ¢

ax X

Vo (g v E oo (Vap) oo e ub e
Y = Vo), ¥ - Vap
Y= (Vop), ¥ -
Y= (Vep) Y=
Y = (Vop) FVz(y — @)

(V;) est possible car x n’est pas une variable libre de ¢ — (Vzyp).

(&

7.3.6 1 — (3zy) et z(y) — ), x non libre dans 1)
7.3.6.1 ¢ — (Jzp)F Jz(yp — ¢), = non libre dans ¢

Ce résultat se démontre dans la logique classique, voir 7.4.6

7.3.6.2 3Jx(v > ) F Y — (Jzp), x non libre dans ¢

ax ax
(Y = @), = oY =@ ﬂx(w—w),w—w,wHo%

(Y = @)Y = o,
- (Y = ), = o, F e N
Fz(y = @) - Jz( — @) (Y = ¢), v = o F b — (3zy) 5
(P = ) F Y — (Fay)

(3e) est possible car x n’est pas libre dans 3x(¢) — ¢) ni dans (p) — (3xv).
On a en fait repris la déduction de 7.2.6, simplifiée.
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7.3.7 Va(p = ¢) et (Jxp) — ¥, x non libre dans 1)
7.3.7.1 Va(o — 9¥)F (zp) = ¥, x non libre dans ¢

ax
V(o = ), Jxp, o F V(e — ) . y

| o) dme ot oy ‘ st(w—%)ﬂw,whpi

Va(o — ), Jzp F Jzp Va(p — ), Jzp, o F 5
Va(e — ), Jzp F

Ve(p — ) F Jxp — 9

e

€

L’utilisation de (3.) est valide car x n’est pas une variable libre de V(¢ — ), Jzp ou 9.

7.3.7.2 (3xzp) = Y FVz(p = ), x non libre dans ¢

. (Fzp) =,k -
(Fzp) = P, ot (Frp) = 2 (Fzp) = P, p = g
(Fzp) = Y9
(Frp) = —1p
(Fzp) = ¥ FVa(p — 1)

L’utilisation de (V;) est valide car x n’est pas une variable libre de (Fzp) — 9.

€

7.3.8 Jz(¢ — ) et (Vxyp) — ¢, = non libre dans 7
7.3.8.1 3Jx(p = ¥) F (Vzp) = ¢, x non libre dans ¢

Fz(p — V), p = Y, Vep F (Vo) .

(g o V) p o Vaph g 3a(p = 9),p — b, Vap - gz ]

- Jz(p = ), 0 = Y, Vep 9 N

(e o ¥) F olp > ¥) Jalp > ¥)p 2 U (Vrg) 50
Tl — ¥) - (Yap) —

L’utilisation de (3.) est valide car  n’est pas une variable libre de Jz(¢ — ) ni de (Vap) — 2.

€

€

7.3.8.2 (Vxp) — ¢ F Jz(¢ = ¢),  non libre dans ¢

s (Fzp) = Pk -
(Fzp) = ot (Fzp) =2 (Fzp) = Yo g .
(Fzp) = b, F
(Fzp) 2=y
(Jzp) = ¥ EVa(p — 1))

L’usage de (V;) est valide car x n’est pas une variable libre de (Jzp) — 9.

€
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7.4 Logique classique du premier ordre

Dans cette partie, 'usage de (te), (raa), (——¢) ou (L) est possible.

7.4.1 —(Fz(~p)) F Vap

ax
—~(3z(=p)), ¢ F —p

~(Fr(9)), g F3a(ng)  ~(3a(=p), e = (3e(=),
ﬂ(EIx(—\cp)),—'go L
~(3a(=p)) F o
—.(Elx(ﬂcp)) F Voo

On peut utiliser (V;) car x n’est pas une variable libre de —(3x(—¢p)).
C’est la réciproque de l'exercice 7.1.3

ax

e

raa

7.4.2 —(Vzp)F Jz(-p)

=(Yzp), 2 (3z(=p)), 7 F = 4
~(Vap), ~(32(~9)), ~p F () —(Vap), (3z(~)), ~p F ~(3z(~))
—(Yzp), 7 (3z(=p)), ~p - L
~(Vop), ~(Az(~@)) ke
~(Vag), ~(3n(~p)) FVap ~(Vap), 7(3x(~p)) - ~(Vayp)
~(Vap),=(Fz(=p)) F L
—(Vap) F Jz(=p)

ax

e

raa

ax

e

L'usage de (V;) est possible car = n’est pas une variable libre dans —(Vzy) ni dans =(Jz(—¢)).
C’est la réciproque de 'exercice 7.1.4.

7.4.3 Va(-p) F =(3zp)

ax
VCE(—'QO), 35”80, ¥ F V»T(_‘SD) v

ax
i Vo (=), drp, o F ¢ Va (=), Jzp, o F - _
Va (=), Jzp F Jzp Va (=), Jzp, o L .
Va(-p), Jzp E L
Vr(=p) F =(3zp)

€

(&

e

raa

C’est la réciproque de 'exercice 7.1.5.

7.4.4 Jzpk =(Va(-yp))

ax
Jzp, Vo (=p), ¢ = Vr(=p)
Ve ax
. Jzp, YV (—p), o - —p Jzp,Va(-p), @
Jzp, Ve (—p) F Jzp Jx(—p), Ve, ~p - L .
Fzp,Vo(-p) F L
Jzp ﬂ(V:E(—wp))

L’usage de (3.) est possible car x n’est pas une variable libre dans Iz, Va(—p) ou L.
C’est la réciproque de l’exercice 7.1.6

€

e

raa
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7.4.5 Va(pVY)kE (Vxe) Vi, x non libre dans ¢
Lemme On commence par Vz(p V 1), " = (Yxp) V9 ; on note 6 = Va (o V ).

— aX ax ax

| Bebe o 0ppEY T 6w

0.V Fvalpvy) - Ok T o.~pyrl T
b0Fovey " 0o (Yep) vy 0., v - (ap) Ve

€

Vr(e V), -k (Vo) VY
L’utilisation de (V;) est possible car x n’est pas libre dans Vz(¢ V 1) ni dans —).

Conclusion On peut utiliser le tiers-exclu

ax
0, = v Lemme

Brov—s  0F (VEp) Ve L ValpV ), —uk (Vap) Vo
V(o V) - (Vo) V ¢

(&

C’est la réciproque de ’exercice 7.3.3.2.

7.4.6 ¢ — (Jzp)F Jz(v — @),  non libre dans ¢
Lemme 1 On commence par 1 — (3xp),¥ - Jz(y — @)

Y= (), Yok -
. . Y= (Fzp), ok =@
Y = (Fre), Y F 9 = (Fzy) Y= (Jrp), -y N Y= Fze), 00—
¢ — (Jzp), ¢ - e Y = (), @, F (P — p) .
Y — (3zp), ¥ = Fz( — @)

i

4

e

(3e) est possible car x n’est pas une variable libre de ¢ — (xp), ¥ ou Jz(p — ).

Lemme 2 On déduit ensuite ¢ — (Jzp), ) F Jz(v — @) ; c’est en fait 'analogue de l'exercice 5.1.2.

ax ax
) = (Jwp), =, - ¢ ¥~ Geg), Wk
¥ = Gog) b L ‘
Y — (Frp), b, e
) = (Fwg), i F 1 = @
Y — (Fwp), ~ F Iz(y — @)

Conclusion On utilise (te) avec ¥ et sa négation.

te Lemme 1 Lemme 2
Y= (Fzp) vy Y= Fre),p F I = 9) P = Fre), P F I — @)
Y = (Fzp) F3z(Y — )

Ve

C’est la réciproque de 7.3.6.2
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7.4.7 (Vxp) = (Fzy) F x(p — ¢)

On va utiliser (te) avec Jz(—¢p) et sa négation.

Lemme 1 On commence par prouver (Vry) — (Jzep), Iz(—-p) F Jz(p — 1)
On note T' = (Vzp) — (Fzep), Jx(—p).

ax ax
L=,k @ L=,k =

(Vap) = Gov) Io(g), ~pob L |
(Vap) = (), Fz(—p), ~p, p = ¢
ax (Vap) = (3zp), Fx(—p), mp b o — 1) i
(Vap) = (Fzy), Jz(~p) F Fz(-e) (Vap) = (Fz¢), Fz(-p), ~¢ = (e — ) 5,
(Vzp) = (3avp), Iz(=p) - Iz(p — ¥)

L’élimination de 3 est légitime car x n’est pas libre dans I' ni dans Jz(p — ).

Lemme 2 On prouve ensuite (Vap) — (Fzp), =(3z(—¢)) F Jx(e — ).
On note I'" = (Vap) — (Ja1p), = (Jz(—yp)).

U—oh -
, @ - ; ax
IV, = - Jz(-p) IV, -+ —\(Elx(mp))
I, —ph L ‘
— raa —_— aX
. Dby D'y v
X B —— ; -
I' - (Vop) — (3a1b) I’ F Vo _) T — 1
T ‘ Mg F e 2 9)

€

(Vo) = (Fzvp), ~(3z(=p)) F Fa(p = )
L’élimination de V est légitime car x n’est pas libre dans I".
L’élimination de 3 est légitime car x n’est pas libre dans I ni dans Jz(p — ).
Conclusion On note 0 = (Vzp) — (3z1)).
te Lemme 1 Lemme 2
0 Jz(=p) V ~(Fz(-¢)) 0,3z(=p) F3ax(p =) 0, (3x(-p)) F 3z(p = )
(V) = (o) - (e — )

(&
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7.4.8 +3z(p(z) = Vye(y))
On utilisera (te) avec 3z (—¢(x)) et sa négation.

Lemme 1 On commence par 3z (—¢(x)) - 3z (p(z) — Vye(y))

ax ax

—p(x), p(z) - o(z) —p(), p(z) - —p(z)
—p(z), p(z) - L
—p(2), p(x) F Vye(y)
3z (—p(x)), ~p(2), p(x) F Yye(y)
o Fz(—p(x)), —p(a) o) = Yye(y)
T (—p(x)) F 3 (~p(x)) 3 (), () - 3 (ple) = Vyoly))
Elx(—'cp(:c)) H Ex(ga(x) — Yyo(y ) ‘

e

L’élimination de 3 est possible car z n’est pas libre dans 3z (—¢(z)) ni dans 3z (p(z) — Vye(y)).

Lemme 2 On prouve ensuite -3z (~¢(x)) F 3z (p(z) — Vyo(y))

ax

~J(-e(x)), o(2), ~ey) F-ely)
~32(~¢(@)), ¢(2), ~p(y) F Io(~p(@)  —3e(~p(), 9(@), ~(y) F~3x(~p())
—3z(=p(x)), p(2), ~p(y) F L -
-3z (=p(x)), p(2) F o(y) ve
=3z (—p(x)), p(z) F Vye(y) R
=3z (—p(x)) (@) = Vye(y)
=3z (—p(z)) F 3x(p(x) = Yye(y))

ax

e

L’introduction de V est possible car y n’est pas libre dans 3z (—¢(x)) ni dans ¢(z).

Conclusion On peut alors conclure
te Lemme 1 Lemme 2

= 3z (—p(x)) V =3z (—p(z)) 3z (—p(x)) F 3z (p(x) = Vyp(y))  —3z(-e(x)) F 3z(e(z) = Yye(y)) y
F 3z (e(z) = Yye(y))

€
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