MPI/MPI* Grammaires non-contextuelles Q. Fortier

{a"b"c" | n € N}

{a"b" | n € N} {u| |ule = |ulp} palindromes

{aa}

aa*

[ able )

Langages linéaires

Langages locaux

Langages réguliers

Langages algébriques

Langages quelconques

I Définitions

4‘ Définition : Grammaire non-contextuelle !

Remarques :
e Par convention, on note les variables en majuscules et les terminaux en minuscules.
e On peut noter X — a | f aulieude X — a, X — 3.

o Il existe des grammaires plus générales (contextuelles) mais nous nous limiterons aux grammaires non-contextuelles, qu’on
appellera simplement grammaires.


https://mpi-lamartin.github.io/mpi-info
https://fortierq.github.io

4‘ Définition : Dérivation !
Soient o, € (V UX)".
o On note a = g ¢'il existe une régle X — ~ telle que a = a1 Xap et 8 = ayyas avec ag,as € (V U D)™
On dit alors qu’on a une dérivation immédiate de « en f3.
e On note a =" f s’il existe des mots vg = a,v1,...,7, = 0 tels que 9 = 71 = -+ = Yp.
On dit alors qu’on a une dérivation de longueur n de « en .
e On note a =" B si a =" 8 pour un certain n € N. On parle alors de dérivation de « en 3.

4‘ Définition : Langage engendré !

Soit G = (3, V, R, S) une grammaire.
e On dit que G génére un mot w € ¥* si S =™ w.
o L’ensemble L(G) = {w € " | § =" w} est le langage engendré par G.

o Un langage L est dit non-contextuel (ou : algébrique, hors-contexte) s’il existe une grammaire hors-contexte G telle

que L = L(G).
Exemples :
o Soit G = (X ={a,b},V={S},R={S — aaS | b},9).
L(G) =
o Soit G = ({a,b},{S},{S — aSb| e}, 9).
L(G) =

e Soit G = ({z,y, T,L,V,A,—},{S}, R, S) avec P contenant les régles suivantes : S — T | L |z |y | -S| SVS|SAS.
L(G) est

Exercice 1.
Donner des grammaires engendrant les langages suivants sur {a, b} :

L =ab*a.
Lo = ensemble des mots dont la taille est un multiple de 3.
L3 = ensemble des mots ayant bbb comme facteur.

L4 = ensemble des expressions arithmétiques bien formées, comme 4 + 3 x 2.
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gauche.

6. Lg = ensembles des mots qui ne sont pas des palindromes.

Ls = ensembles des palindromes, c’est-a-dire des mots qui se lisent de la méme facon de gauche a droite et de droite a

Méthode : Si G une une grammaire et L un langage, on peut montrer L(G) = L par double inclusion.
e L(G) C L : montrer que si S =" v alors u € L, par récurrence sur n.
e L C L(G) : montrer que si u € L alors u € L(G), par récurrence sur |u.

On utilise alors souvent le théoréme « évident » suivant :



4| Théoréme

Soit G = (3, V, R, S) une grammaire, a1, a9, 8 € (VUX)" et n € N.
Si ajay =" B alors il existe 1,82 € (VUX)*, k,p € N tels que :

o B=p51pB2

o ap =P B1

o ay =" [

en=%k+p

Exercice 2.
Soit G la grammaire définie par les regles S — aSbS | bSaS | €.
Déterminer L(G), en le démontrant.

II Langages non-contextuels et langages réguliers

Théoréme

L’ensemble des langages non-contextuels est stable par union, concaténation et étoile.
C’est-a-dire : si L; et Ly sont des langages non-contextuels alors Ly U Lo, Ly Lo et L] sont des langages non-contextuels.

Preuve :

Remarque : les langages non-contextuels ne sont pas stables par intersection, différence, complémentaire.

Théoréme

Tout langage régulier est algébrique.

Preuve :

Remarque : la réciproque est fausse, car {a"b" | n € N} est algébrique mais pas régulier.

Définition : Grammaire réguliére (HP)

Une grammaire est dite réguliere (& droite) si chaque régle est de la forme X — aY, X - aou X — €.

4| Théoréme

Un langage est régulier si et seulement s’il est engendré par une grammaire réguliere.

Preuve :






