MPI/MPT* Théoreme de Kleene Q. Fortier

Dans ce cours, on veut montrer le théoreme de Kleene : un langage est régulier si et seulement s’il est reconnaissable.

I Régulier — reconnaissable

I.1 Langage linéaire

Définition : Expression réguliére linéaire !

Une expression réguliére est linéaire si chaque lettre apparait au plus une fois.

Exemple : bala n’est pas linéaire mais a*b est linéaire.

4‘ Définition : Linéarisation !
Soit e une expression réguliere sur un alphabet X.

Soit k le nombre de lettres (avec multiplicité) apparaissant dans e.
Soit ¥’ un alphabet de taille .

Linéariser e consiste & remplacer chaque occurrence de lettre apparaissant dans e par une lettre différente de X'.

Exemple : soit e = £|b(a|bb)*b. En prenant X' = {by, ag, a1, b1, b2}, on peut linéariser e en e’ = £|by(ag|b1b2)*as.

I.2 Langage local

4‘ Définition : Notation !

Soit L un langage. On définit :
o P(L)={aeX|aX*NL# 0} (premitres lettres des mots de L)
o S(L)y={aeX | X*an L # 0} (derniéres lettres des mots de L)
o F(L)={ueX? | 2*uS*NL #0} (facteurs de longueur 2 des mots de L)

Exercice 1.
Donner P(L), S(L), F(L) pour L = a*b(ab)*c.

4‘ Définition : Langage local !

Un langage L est local si, pour tout mot u = ujug...u, # € :

ueLl < wu € P(L)ANu, € S(L)AVE € {1,...,n—1}, upug+1 € F(L)

Définition équivalente :

4‘ Définition : Langage local !

Un langage L est local si :

L\{e} = P(L)Z* N ¥*S(L)\X*N(L)x*
ott N(L) = 3\ F(L).

4| Théoréme

Soit L un langage. Si L est local alors L est reconnaissable.

Preuve :



https://mpi-lamartin.github.io/mpi-info
https://fortierq.github.io

Exercice 2.
Dire si les langages suivants sont locaux :

1. Ly =a* 3. Ly =a*|(ab)”
2. Ly = (ab)* 4. Ly = a*(ab)*
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Soient L et Lo des langages locaux sur des alphabets disjoints ¥y et 3a. Alors :
e L4 ULs est local sur 31 U X
e [1Ls est local sur X7 U Xy
e L7 est local sur ¥,

Preuve :

Attention : Comme vu précédemment, L; = a* et Ly = (ab)” sont locaux mais pas L3 = L U Lo.

On en déduit :

Théoréme

Tout langage décrit par une expression réguliere linéaire est local.

Preuve :

1.3 Automate local

4‘ Définition : Automate local !

Un automate déterministe (X, Q, qo, F, E) est local si toutes les transitions étiquetées par une méme lettre aboutissent au
méme état :
(q1,0,92) € EN(g3,0,q4) EE = g2 =qu

_l Théoréme

Tout langage local L est reconnu par un automate local.

Preuve :




Exercice 3.
Construire un automate local reconnaissant e = a(alb)*.

I.4 Algorithme de Berry-Sethi ©

Algorithme de Berry-Sethi

Entrée : Une expression réguliére e.
Sortie : Un automate reconnaissant e, appelé automate de Glushkov.

Linéariser e en €', en remplacant chaque occurence lettre a de e par une nouvelle lettre
p(a).

Calculer P(L(€")), S(L(€")), F(L(€")).

Construire un automate local A reconnaissant L(e’).

Renvoyer A dans lequel on a remplacé chaque étiquette a par <p_1(a).

Exercice 4.
Appliquer I'algorithme de Berry-Sethi a I'expression réguliére e = a(a|b)*.

1.5 e-transitions

On peut généraliser la notion d’automate en autorisant des e-transitions (transition étiquetée par ¢).

Remarque : un automate avec e-transitions n’est pas déterministe.

Théoréme
Tout automate avec e-transitions est équivalent a un automate sans e-transition.




Preuve :

Exercice 5.
Donner un automate sans e-transition équivalent a 'automate suivant :

1.6 Autre méthode : automate de Thompson (HP)

La construction de Thompson est une alternative a I’algorithme de Berry-Sethi pour obtenir un automate a partir d’une expression
réguliére (et donc prouver régulier = reconnaissable).

On construit récursivement ’automate de Thompson T'(e) reconnaissant une expression réguliére e :

¢ Cas de base :

L] T(eleg) :

o T(eylea) :



Exercice 6.
Construire ’automate de Thompson reconnaissant I’expression réguliere e = a(ab|b)*.

II Reconnaissable — régulier

IT1.1 Meéthode d’élimination des états

Théoréme

Soit A un automate. Il existe un automate A’ normalisé équivalent a A, c’est-a-dire avec deux états distincts :
e Un unique état initial ¢; sans transition entrante.
o Un unique état final g¢ sans transition sortante.

Preuve :

Dans 'algorithme suivant, on autorise n’importe quelle expression réguliére sur les transitions, et on utilise la transformation
suivante qui ne change pas le langage reconnu par ’automate :

hlef*g
() = ()

Figure 1: Elimination de I'état g

Algorithme d’élimination des états ‘

Entrée : Un automate A.
Sortie : Une expression réguliere e telle que L(e) = L(A).

Construire un automate A’ normalisé équivalent a A.
Tant que A’ a au moins 3 états :
Choisir un état ¢ différent de ¢; et gy.
L Eliminer ¢ comme sur la figure 1.
Renvoyer I'étiquette de la transition entre g; et gy.




Exercice 7.
Donner une expression réguliere de méme langage que I’automate suivant, par la méthode d’élimination des états.

III Théoreme de Kleene et conséquences

Théoréme : Théoréme de Kleene !

Un langage est régulier si et seulement s’il est reconnaissable.

Conséquences :
e On pourra choisir de raisonner avec des automates ou des expressions réguliéres, selon ce qui est le plus simple.
e Les langages réguliers sont stables par union, concaténation, étoile, intersection, complémentaire, différence.

o En pratique, il est utile de passer d’une expression réguliere (qu’on peut rentrer facilement en ligne de commande) a un
automate plus efficace algorithmiquement. La réciproque est moins utile, mais reste un résultat théorique important.



