MPI/MPT* TD Déduction naturelle Q. Fortier

I Exercice CCP

Rappelons les régles de déduction naturelle suivantes, ou A et B sont des formules logiques et I' un ensemble de formules logiques
quelconques :
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Montrer que le séquent - —A — (A —_1) est dérivable, en explicitant un arbre de preuve.

Montrer que le séquent - (A —L1) — —A est dérivable, en explicitant un arbre de preuve.

. Donner une regle correspondant a l'introduction du symbole A ainsi que deux regles correspondant a 1’élimination du

symbole A. Montrer que le séquent - (-4 — (A —L1)) A ((A —-1) — —=A) est dérivable.

. On considére la loi de Peirce P = ((A — B) - A) — A. Montrer que |= P, c’est-a-dire que P est une tautologie.

. Pour montrer que le séquent - P est dérivable, il est nécessaire d’utiliser la régle d’absurdité classique L. (ou une régle

équivalente), ce que l'on fait ci-dessous (il n’y aura pas besoin de réutiliser cette régle). Terminer la dérivation du séquent
F P, dans laquelle on pose I' = {(A — B) — A,-A} :
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Lois de de Morgan

. Prouver le séquent —p V —q = =(p A q).
. Prouver le séquent —(p V ¢q) - —p A —g.
. Prouver le séquent —p A =g - =(p V q).

. En utilisant le tiers exclu de la logique classique - PV —p te7 prouver le séquent —(p A q) F —p V —gq.

III Complétude de la logique classique

On souhaite montrer dans cet exercice que la logique classique est compléte. On note V' = {xy, ..., 2, } I'ensemble des variables
propositionnelles. Pour A une formule et v une valuation, on note :

1Al = A siv(d)=1
Y7 | A sinon

. Soit A une formule et v une valuation. On note I' = {|z1|y, |Z2|v, .-, |Zn|v}. Montrer par induction structurelle sur A que
T'F|A|,.
Soit x une variable et T' un contexte quelconque. Montrer que si I',x - A et T', mx F A, alors ' - A.

. En déduire que si A est une tautologie, alors A est un théoreme.

. En déduire la complétude de la logique classique : si I' = A alors I' - A est prouvable.

IV  Quantificateurs

Montrer les séquents suivants :
1. FVz A — Jz A.
2. Jx-AF (Vz A).


https://mpi-lamartin.github.io/mpi-info
https://fortierq.github.io

V Typage OCaml

On souhaite formaliser le typage OCaml. Pour cela, on notera I' - e : 7 si expression OCaml e est typée par le type 7 et on
utilisera les regles suivantes :

(1) — (2 _neN
I' false : bool I'F true : bool TCEn:int
— (4 x:okle:r 'tf:0 =717 Tlke:o
Tx:thkax:7 5 - (6)
I'tfunoe —we:o0 — 7 'Hfe:r

1. Soit '={f : a -=> (b -> a), g : b -> a}. Montrer ' fun x -> £ (g x) x: 7 pour un certain type 7 & déterminer.
2. Quelles analogies peut-on faire entre le typage OCaml et la déduction naturelle 7

3. Montrer que (fun g -> g 1 2) (fun x -> 3) n’est pas typable, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de type 7 tel que
(fun g -> g 1 2) (fun x -> 3) : 7 soit prouvable.

On ajoute maintenant les tuples :
FF6127'1 FF@QZTQ

It (e1,e9): 71 %72

On veut aussi ajouter des fonctions polymorphes.
4. En utilisant des quantificateurs, proposer des types pour fst et snd, et une régle d’élimination.

5. Montrer alors que fst (42, true) est bien typé.



Déduction de messages

Nous souhaitons nous intéresser au probléme suivant appelé probleme de déduction :
entrée un ensemble fini de termes clos T' et un terme clos «
sortie est-ce que u est déductible depuis 7', noté T F u?

Terme et sous-terme Nous nous intéressons aux termes construits inductivement a partir du symbole
binaire f(-,-), d’un ensemble infini dénombrable de constantes C, et d’un ensemble infini dénombrable
de variables V.

Un terme est donc généré par la grammaire : ¢,t1,ta :=v €C | x € V| f(t1,t2).

Si un terme ne contient pas de variable, alors ce terme est dit clos.

Etant donné un terme ¢ nous notons st(t) Pensemble des sous-termes de t, i.e., le plus petit ensemble
Stel que t € S, et si f(t1,t2) € S alors ty,...,t, € S.

Regle d’inférence une regle d’inférence est une regle de déduction de la forme :

THt ... Tkt
THt

“ REGLE

ou T est un ensemble fini de termes et t1,...,t,,t sont des termes.
Un systéme d’inférence T est un ensemble fini de régles d’inférence.

Preuve Une preuve (ou arbre de preuve) I de T + u dans Z est un arbre tel que :
— chaque feuille est étiquetée avec un terme v € T';

— pour chaque noeud ayant pour étiquette vy et enfants wvq,...,v, il existe une regle d’inférence
dans Z ayant pour conclusion vy et hypothéses vy, ..., v, (& instanciation prés des variables) ;

— la racine de ’arbre est étiquetée par wu.

La taille d’une preuve II, notée size(Il), est son nombre de noeuds. Termes(IT) dénote ’ensemble des
étiquettes, i.e., termes, apparaissant dans II.

Lorsque T F u nous disons que u est déductible a partir de I’ensemble de termes 7.
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FiIcURE 2 - Représentation
FIGURE 1 — Systéme d’inférence Z sous forme d’arbre du terme
fla, f(g.h))

Question 1. Soit T'= {f(f(a, k1), k2), k2, f(k1, k2)}. Donner l'arbre de preuve de T F a dans Zy.
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Question 2. Soit 7' un ensemble de termes clos. Montrer que pour tout 7'+ u dans Zy, un arbre de preuve de
taille minimale IT de T'F u contient seulement des termes issus de st(T U {u}), i.e., Termes(II) C st(T U {u}).

Montrer de plus que si IT est réduit & une feuille ou termine par une régle AX ou RED-F alors il contient uniquement
des termes issus de st(T), i.e. Termes(I) C st(T).

Question 3. En déduire que le probléeme de déduction dans Zy est décidable en temps polynomial.

Nous considérerons que la taille du probléme est : size(T,u) = |st(u)| + Sier|st()].

On définit le probleme HORN-SAT :
entrée une formule ® étant une conjonction finie de clauses de Horn
sortie est-ce que ® satisfiable ?

Une clause de Horn est une formule du calcul propositionnel qui contient au plus un littéral positif.
Une clause de Horn peut donc avoir trois formes :

— un littéral positif et aucun négatif : C = (true = x)
— un littéral positif et au moins un littéral négatif : C' = (x1 A ... Az, = x)
— aucun littéral positif : C = (x1 A ... Az, = false).

On admettra que HORN-SAT est P-complet, ¢’est-a-dire (intuitivement) que tout probléme de décision
dans P admet une réduction linéaire & HORN-SAT.

Question 4. Montrer que le probléme de déduction dans Zy est P-complet.
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Nous souhaiterions maintenant nous intéresser au méme probleme mais en ajoutant le ou-exclusif. Un
terme est donc maintenant généré par la grammaire :

t,t1,to:=v el | xeY | f(tl,tg) | t1 D to.

Nous ne prouverons pas ici que le probléme de déduction est encore décidable en temps polynomial.
Nous nous intéresserons a prouver une étape de la preuve : étant donné un ensemble de termes T et
un terme ¢, est-ce que T F t en utilisant uniquement les regles GX et AX’ 7

TrFu ... TkFu, ax siu=g4cv etvel
THu1®...0u, THu

Ax’

On note =4¢ la plus petite relation telle que :
(vefl.) z =z (sym.) (z=y) = (y = x) (trans.) (z=y)A(y=2)= (x=2)
(comm.) c®y=zdy (assoc.) z® (yd2)=(zDy) D 2
(congr.) (z1 =y1) A (22 = y2) = f(z1,22) = f(y1,82)

Question 5. Soit u et v deux termes clos. Donner un algorithme en temps polynomial qui décide si u =4¢ v.
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Question 6. Soit 7" un ensemble de termes clos. Soit ¢ un terme clos.

Montrer que T + ¢t dans {GX, AX’} est décidable en temps polynomial.
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